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Vorwort 

Dieser Universitätsdruck enthält, den Teil 2 der Vorlesung Analytische Geo- 
metrie und Lineare Algebra (AGLA). Teil 1 ist zum Wintersemester 2005/06 
als Göttinger Universitätsdruck erschienen und umfasst 10 Kapitel sowie 
68 Übungsaufgaben. Folgerichtig starten wir hier mit Kapitel 11 und der 
Aufgabe 69. Auf Sätze und Aufgaben aus früheren Kapiteln kann einfach 
verwiesen werden, ohne dass die Bandnummer extra erwähnt werden muss. 
Im Sommersemester 2006 wird das AGLA-Befonnprojekt 05/06 mit der 
Vorlesung AGLA II fortgesetzt. Der Schwerpunkt in der Lehre wird wei- 
terhin in dem Lernerfolg bei den Studierenden gesehen. Es gibt auch im 
Sommersemester 2006 in den Vorlesungsstunden eine von BEN MÜLLER 
vorbereitete elektronische Präsentation des Lernstoffs, und dieser Univer- 
sitätsdruck dient als Begleittext zum Vor- und Nacharbeiten. Auch der 
ELAN Pool mit den Übungsgaben und der Möglichkeit, nach und nach 
Lösungshinweise bis hin zu und Lösungen abzurufen, wird wieder von Ben 
Müller erarbeitet. 

Danken möchte ich an die Stelle allen Personen, den ich im Teil 1 schon 
gedankt habe, sowie den studentischen Hilfskräften und dem Assistenten 
Paul Mitchener. die im WS 2005/00 das AGLA-Reformprojekt mit großem 
Einsatz begleitet haben. 

April 2006 hui Kerstcn 
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Abbildung 1: Endliche affine Ebene 
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Schreibweisen und Bezeichnungen 

Abkürzende Schreibweisen 



.4 :- B 


.4 ist dennitionsgeinaß gleich B 


3 


es gibt 


V 


für alle 




folgt 




genau dann, wenn 


\ 


ohne 


□ 


Ende des Beweises 


w 


Anzahl der Elemente einer Menge AI 


m € AI 


m ist Element der Menge M 


M c N 


M ist Teilmenge von A r (d.h. m £ AI ==> m G N) 


a ^ b 


a ist kleiner oder gleich b 


a < b 


a ist kleiner als b 



Standardbezeichnuiigen 

IN := {1, 2, 3, ... } Menge der natürlichen Zahlen 

Z := {0, ±1, ±2, ±, . . . } Ring der ganzen Zahlen 

Q Körper der rationalen Zahlen 

R Körper der reellen Zahlen 

C Körper der komplexen Zahlen 

0 Leere Menge (besitzt kein Element) 

K bezeichne einen beliebigen Körper (sofern nichts anderes gesagt wird) 
Das griechische Alphabet 

A a Alpha, B 3 Beta. T 7 Gamma. A 8 Delta. E e Epsilon. Z C Zeta, H rj 
Eta. 0 0 Theta. I / Jota. K k Kappa. A A Lambda, M ß My. N // Ny, E £ 
Xi. O o Omikron, IT tt Pi. P g Rho, S a <, Sigma, T r Tau. T v Ypsilon. $ 
r - Flu, X x Chi. ip Psi, S> u; Omega 
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11 Einige Grundbegriffe der Algebra 



11 Einige Grundbegriffe der Algebra 

Wir führen zunächst den Begriff Faktorraum (auch "Quotientenvektor- 
raum" genannt) ein und widmen uns dann ausführlicher einigen Grund- 
lagen der Gruppentheorie. Wie wir in 5.14 gesehen haben, ist nicht jede 
n x //-Matrix, die ungleich der Nullmatrix ist , invertierbar. Die Menge aller 
// x //-Matrizen M„ X „(A ) bildet also keinen Körper (bezüglich Matrizenad- 
dition und Matrizenmultiplikation), aber sie bildet einen "Ring" und eine 
" K- Algebra" . Auf diese Bogriffe werden wir gegen Ende dieses Kapitels 
noch kurz eingehen. 

Lernziel. 

Fertigkeiten: Rechnen mit Aquivalenzklassen, Bildimg von Faktor- 
l Hinnen. Rechnen mit Re.stkla.ssen, Rechnen mit Perinutationen 
Kenntnisse : Begriff" der Äquivalenzrelation. Beispiele für Gruppen, 
Gruppen kleiner Ordnung. Erzeugung von Untergruppen, Ring. A'- 
Algebra. Abzählformel, Bahnformel 

11.1 Äquivalerizrelationeii 

Für je zwei Elemente a, b in einer Menge AI stehe fest, ob eine Beziehung 
„o ~ fr" gilt oder nicht (z.B. 5 ^ 7, aber 3 ^ 1 in K). Wir sprechen von 
einer Äquivalenzrelation auf ;\/. wenn 

1. a ~ a 

2. a ~ 6 b ~ a 

3. // ~ h und // - c a ~ c 

Beispiel. 

„=" ist eine Aquivalenzrelation. 

Ist — eine Äquivalenzrelation auf M, so können wir zu jedem a G M die 
Klasse k a := {c £ M \ c ^ a} betrachten. 

Lemma. 

Sei ~ eine Äquivalenzrelation auf einer Menge M. Dann gelten 

i) a ~ b k a = kb 

ii) b $ k fl k„ nk b = 0 
in) M - \J aC M k'a 

Analytiwhk Geumkthie iinii Linea«»; Ai.«ehiia II, Universität Göttinoen 20O6 
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Beweis. 

i) Sei a' G k a , also a' ~ a. Da a ~ b 



o! ~ b nach 3. 



a' G k h 



ü) 



fea Q H- Nach 2. ist b ~ a, daher folgt Art, C fc a analog, 
ist trivial. 

b £ k a =^ & <*> a. Angenommen es gibt ce fc a n A-j, -=> a . ~ c und 
c ~ 6 a ~ 6 im Widerspruch zur Voraussetzung. 



<*= klar, denn b € A-„ würde 6 € k a D Av, implizieren, 
iii) gilt, da c € Ar c für alle c € M. 



Beispiel. 

Sei M = Z, und sei 



a ~ 6 :■< 



« - b ist durch 2 teilbar 



Dies ist eine Äquivalenzrelation (vgl. Aufgabe 69). und es ist Z — ko U fei, 
wobei Avi die Klasse der geraden und A'i die Klasse der ungeraden Zahlen 
ist (A-o - 2Z, fei = 1 + 2Z). 

11.2 Quotientenvektorräume 

Seien A' ein Körper, V ein A - Vektorraum und U ein Untervektorraum von 
V (gemäß 2.3). Dann ist auf V durch 



v ~ v 



v - v' e U 



eine Äquivalenzrelation erklärt, und es gilt 



A> = {v' e V | v' ~ v} = v + U := {v + u\ue U} 



Sei V/U := {k v \ v € V} die Menge aller solcher Klassen. Man sagt ..V 
modulo U u . 

Wir definieren eine Addition und eine Skalarmultiplikation durch 



kv "T fem • — *v+w 



und 



AA: t . := k\ v Vr, w G V und A G A' 



Dies ist wohldefiniert, denn ist v ~ i/ und u> ~ w' 

=>■ i' - »/ G U und »' - «/ G £/ 

(ü - v') + (w - w') = (v + w) - (t/ + w') € U v H- iü ~ t/ + iü' 
k v + w = k v '+ w ' nach Lemma 1.1 
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11 Einige Grundbegriffe der Algebra 



Ist v ~ v' und A G K 

=> X(v- v') = Ar - Ar' g ü 

S v ' 

ei/ 

=> Au ~ At/ ==> fc>„ - 

Damit wird V/t/ zu einem Ä'-Vektorraum. genannt Quotientenvektorraum 
oder auch Faktorraum, Es ist fcg = t/ der Nullvektor in V/U. 

Beispiele. 

1. U = V V/U = {0} (Nullvektorrauin) 

2. U - {Ü} =► V/l/ = V 

11.3 Die kanonische Abbildung von V auf V/17 

1. Die Abbildung tt : V — > V/t 1 '. " « — > v I U ist /C-Iincar und surjoktiv 
mit kern n = U. 

2. Ist dim/ V ' V < oc, so ist d\m K V/U = d\m K V - dim* t/. Dies folgt 
aus 1 . und der Formel dim/v V = dim /v kern 7r + dim/v bild tt (vgl. 4.7). 

3. Universelle Eigenschaft des Faktorraums. Ist / : V — » IV eine 
Ä'-lineare Abbildung in einen A- Vektorraum IV, und ist U C kern/, 
dann gibt es genau eine Ä'-lineare Abbildung / : V/U — ► IV so. dass 
/ = fo 7r gilt, und also das folgende Diagramm kommutiert. 




V/U 



IIA Beispiele für Gruppen 

Nach 1.5 ist eine Gruppe eine Menge G mit einer Verknüpfung GxG — ► G. 
(a, b) i — » a o b so, dass gelt en 

Gl (« oi))oc = ao(|)Oc) 

G2 Es gibt ein neutrales Element e e G so, dass e o a - a V« e G 

G3 Zu jedem a € C gibt es ein inverses Element n 1 € G so, dass 
a"'oa=e gilt 

Analytische Geometrie und Lineare Algekim II, Universität Oöttinoen intw 
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Gilt in einer Gruppe G zusätzlich noch a o b = b o o fiir alle o, b € G, so 
heißt G abcisch oder kommutativ. 

1. Z = {...,-2,-1,0,1,2 } ist bezüglich + eine Gruppe. Neutrales 

Klemenl ist 0, inverses Klemenl ZU a 6 7 ist a , 

2. Die symmetrische Gruppe (Permutationsgruppe) 



hat als Verknüpfung die Hintereinanderausführung von Abbildungen, 
sie hat n\ = n(ri - 1) • • • 2 • 1 Elemente. Schreibweise für a 6 S„ : 



S„:- {a :{l 



, . . . , 



n) — ► {1, . . . ,n} | a bijektiv} 




Zum Beispiel hat die Elemente 




Ss hat 6 Elemente 




3 




1 



2 



Abbildung 2: Gleichseitiges Dreieck 



Drehung um 120 Grad 



1 , — , 2 . — k 3 

2 . — * 3 . — ► 1 
3 1 — ► 1 < — ^ 2 
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3. Klonische Viorcrgrnppc 

V4 = {e, a, 6, c} mit 
a 2 = b 2 = c 2 = e und afe = c = 6a, ac = b = ca, tc = a = c£> 

Bis auf Isomorphic °;ibt es genau 2 Gruppen mit 4 Elementen (nämlich 
V 4 ~ Z/2Z x Z/2Z und Z/4Z . vgl. 1. und 5. unten). 

4. Sind Gi, G2 Gruppen, so ist 

Gl x G 2 = {(91,92) | 9i € GltS2 G G 2 } 
eine Gruppe mit komponentenweiser Verknüpfung 

(.Vi , W ) 0 {& ■ 92) = g20fl£) 

5. Ist G eine Gruppe mit endlich vielen Elementen, so heißt die Anzahl 
der Elemente von G die Ordnung von G. Wir schreiben \G\ für die 
Ordnung von G. Hat G unendlich viele Elemente, so schreiben wir 
|G| = 00. 

Zn jedem n € N gibt es eine abelsche Gruppe der Ordnung ». nämlich 
die additive Gruppe 

1/nl - {ä | a € Z} 

wobei 77 : A„ die Klasse von o bezüglich der Äquivalenzrelation 

(i — b :•<=> a — 6 ist durch n teilbar (vgl. Aufgabe 70) 

Insbesondere liegen a und fc in derselben (Rest )Klasse, falls sie den 
gleichen Rest bei Division mit n haben. 

Rechnen mit den Klassen, z.B. n =13 

5 + 7 = 12, 5 + 8" = Ü 
5 + 9 - T, da I I 113+ 1, also 14 - 1 
5 + TÜ = 2, da 15 - 1 13 + 2, also 15 ~ 2 
30 = 4, da 30 = 2 13 + 4, also 30 ~ 4 
=5 = 8", da - 5 = (-1) • 13 + 8, also 8 5 

Analytik« :hk Orumkthic »hu Linkamk Amikhha II, Univrmhitat Göt tin<ikn 2«» 



lyopyngniea maieriai 



11.5 Untergruppen 



15 



Problem Sei n € tM. Wie viele Gruppen der Ordnung n gibt es bis 
auf Lsomorphie? 

• Wenn n = p eine Primzahl ist, so gibt es (bis auf lsomorphie) 
genau eine Gruppe der Ordnung />, nämlieh die Gruppe Z/pZ. 
vgl. 11.11 unten. 

• Z/pZ ist sogar ein Körper (ö • b ;= ah). 

6. Übersicht bis zur Ordnung 15 (ohne Primzahlordnungen) 



Gruppenordnung 


1 


G 


8 


9 


1Ü 


12 


14 


15 


Gruppenanzahl bis auf Iso. 


2 


2 


5 


2 


2 


5 


2 


1 


davon nicht abelsch 


Ü 


1 


2 


0 


1 




1 


(l 



11.5 Untergruppen 

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe mit neutralem Element r. 
Eine Teilmenge von G heißt Untergruppe von G, falls gilt: 

• x, ye H xy~ l e H 

Es ist dann H selbst wieder eine Gruppe. Man überlege sich, dass diese 
Definition mit der 10.3 gegebenen Definition übereinstimmt. 

Beispiele. 

1. \t) und G sind Untergruppen von 6' (sog. triviale Untergruppen). 



ist eine Untergruppe von GL 2 (R) (bez. Matrizenmultiplikation). 

[z e C | \z\ — 1} ist eine Untergruppe von C x :— C \ {0} (bez. 
Multiplikation. 

4. Sei »gZ fest gewählt, und sei nZ : {nz \ z £ Z} (ganzzahlige Viel- 
fache von n). Dann ist nZ eine Untergruppe von Z (bez. Addition). 



2. 




denn: 



• 0 = n-0 € nZ 

• Ist x = nzi und y = nzi , so ist x — y = n(z\ — Z2) € nZ 
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5. Seien 

*-G i)''-(o -.•)■'= (-i i)«-C ») eGij(C) 

wobei r = -1 sei. Die Matrizen 

N := {±£,.±i.±j.±e} 

bilden eine (nicht abelsehe) Untergruppe der Ordnung 8 in GL 2 (C). 
Sie heißt Quaternionengruppc DH. Es gilt: 

l 2 = l 2 = P = -E 2l ji=-ij, Ü = E 

Satz. 

Sei II eine beliebige Untergruppe von Z. dann gibt es ein n 6 Z rm/ // - nZ. 

Beweis. Ist // = {ü}. dann ist 77 = üZ. Ist 77 ^ {ü}, dann gibt es ein 
tri / ü in 77. Ist in < Ü, so ist -in > ü € 77. also gibt es mindestens eine 
natürliche Zahl in 77. Sei n € N die kleinste natürliche Zahl in // (ungleich 
Null). Wir zeigen nun 77 - nZ . 

„ nZC /7" Sei H-6Z. 

k > 0 = Av? = ?i i | h e 77 

Induktion s v y 

k Summanden 

k < o r»(-Jb) € /7 ==> -n(-Jfc) = nfc € H 
A- = o => n • ü = ü e 77 

=s> nfc 6 77 für alle k e Z. 
„WC ;,Z" Sei /; e /Y. Ks gibt <y. reZ, 0 ^ r < n mit 

h = nq \ r (Division mit Rest) 
==>■ r = h — nq € H 

Es folgt r = 0, da 0 ^ r < n gilt und n nach Definition die kleinste 
positive Zahl in 77 ist. 
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11.6 Homomorphismus von Gruppen 
Definition. 

Sei G eine Gruppe mit neutralein Element t und G" eine Gruppe mit neu- 
tralem Element e' . Wir .schreiben G und G" multiplikativ. Ein Homomor- 
phismus ip : G — - G' ist eine Abbildung so, dass gilt: 

tp(ab) = <p(a)p(b) für alle a, b € 6* 

Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus p : 6' — ► G' heißt Isomorphis- 
mus. Zwei Gruppen G und G" heißen isomorph, wenn es einen Isomorphis- 
mus p : G — ► G" gibt. Sind G und G' isomorph, so sehreiben wir G ~ G'. 

Beispiele. 

Folgende Abbildungen sind Gruppenhoinomorphisinen: 

1. det : GL„(Ä') — IC = K \ {0}. .4 det ,4 

2. y - : Z — ► G", n ■ — ► </", für festes « e G" 

3. : K* — » R*, .r « — > exp(j). wobei R~ = R versehen mit Addition. 
Es gilt die Funktionalgleichung der Exponent iulfunktion: 

exp(x -I- y) = exp(ar) exp(y) 

Es ist kernfa) := {x e R~ \ p(x) = 1 } = {0} und 
bildfoO = {;y € R | y > 0} 

4. <p : C + — ► C*, i — k exp c. Dann gilt: 

exp z = exp u' 4=4- c - <t< e 2rr/Z 

Es ist kern(v?) := {z e C | exp« = 1} = 2niZ. Die komplexe Expo- 
nentialfunktion ist periodisch mit den Zahlen A- e Z (und nur 

diesen) als Perioden. 

5. Eine n-dimensionnle Darstellung einer Gruppe G ist ein Homomor- 
phismus p : G — • GL„(/\). Beispiel: <p : S :i — > GL:<(/v') 
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11 Einige Grundbegriffe der Algebra 



Ks ist S 3 = {id, <r, ct~ , r, <rr. <r 2 r} mit der Hintcreinanderausführung 
als Verknüpfung. Die Bilder clor anderen Permutationen ergehen sich 
nun aus diesen Beziehungen. Es ist tr 3 = id, r 2 = id. tu 2 = ar und 
TO = a 2 r in 5 3 (vgl. 11.4.2). 

6. S :i ist isomorph zur Gruppe P der Permutationsmatrizen 

r /i o o\ /o i o\ /o o l\ /o i o\ 

P = l [ 0 1 0.0 0 1.1 o 0.1 0 0 1 , 
[\0 0 1/ \1 0 0/ \0 1 0/ \0 Ü 1/ 

1 0 0\ /() o l\ 1 
0 0 1.1 0 1 ü 
0 1 0/ \1 0 0/ J 

(Nachrechnen durch Aufstellen einer Multiplikationstabelle!) 

Die Gruppe P operiert auf K 3 durch die Standardabbildungen, z.B. 

(i o o) W ö (o i °) (c) 

Bemerkung. 

Sei <p : G — » 6" ein Gruppenhomoniorphismus, und seien e bzw. e' die 
neutralen Elemente von G bzw. von G' . (Wir schreiben G und G' multipli- 
kativ.) Dann gelten: 

1. ^p(c) = c' (denn: (f(e) = p(( < ) = ip(c)<p(c) ==> r' = y?(r)) 

2. = V( a_1 ) (denn: e' = y?(e) = (p(aa~ l ) = i,?(a)9(a _1 )) 

3. Ist H eine Untergruppe von G, so ist bild^ := {^(h) \ Ii C II} eine 
Untergruppe von G' 

4. kenn/? := {o £ G | <£>(a) = e'} ist eine Untergruppe von G 

5. kern:/? = {e} <<==>• tp ist injektiv. (Vgl. Aufgabe 71). 

G. Ist ip : G — ► G' ein Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung 
: G' G ebenfalls ein Isomorphismus. 

Beweis. 3., 4. und 5. gehen analog wie in 4.4. Wir zeigen 6. 

Seien .r.ij £ G' und o = ^ (.r), = <f~ (y), also ^( a ) = r nnf l r , ( (1 >) = .'/• 

Es folgt: 

<p- l (xy) = ip- l (ip(o)<p(b)) = p -1 (9(o6)) 

□ 
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11.7 Nebenklassen 

Sei G eine (inultiplikativ geschriebene) Gruppe mit neutralem Element e. 
und sei Ii eine Untergruppe von G. 

Definition. 

Eine Linksnebenklasse ist eine Teilmenge von G der Form 

[aH := {ah | h 6 H} | 
wobei a G G fest gewählt ist. 

Behauptung Die sogenannte Kongruenzrelation 



a=b 



3 h e H mit fr (//( 



ist, eine Äquivalenzrelation. 

Beweis. 1. o = a, denn a - ae und e€ff nach 11.5 

2. a = b => b = a. denn: o = b =^> 3/? € H mit 6 = o7? ==> a = M 1 
und h" 1 € J? (nach 11.5) =*► 6 = a 

3. o = 6, 6 = c a = c, denn: a = 6, b = c 3/j, /*' e 7/ mit b = ah 
und c = bh' c = ahhf =» a = c, da hft' e H (nach 11.5) 



Beispiel. 

Die symmetrische Gruppe S :i = {id. a. <r 2 , r. ff-, rr' 2 -} mit 

•-G!Ö-Gi9-«G!3-Gil 

hat bezüglich der Untergruppe i/ = {id, <rr} die drei Mengen 



{id. ctt} = H = (ttH {«t, (j'-t] = all = a'rH {<t\ t} = a 2 II = rll 



als LiuksnebenkUisseu. (Denn: ar e II 7/ = ffr// er 7/ 
und a 2 II = <t 3 t/7 = r/7) Man hat eine disjunkte Zerlegung 



= a 2 rll 



S% = H U aH U tH 



gemäß 11.1. 
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11 Einige Grundbegriffe der Algebra 



Beobachtung Ks ist \H\ = 2 und also Index (A/) := Anzahl der Linksne- 



il. 8 Abzählformcl 

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe mit neutralem Element t. 
und sei H eine Untergruppe. 

Definition. 

Der Index von H in G. geschrieben als (G : H), ist die Anzahl der Links- 
nebenklassen von H in G. 

Satz. 

Es gelten: 

1. G ist die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen aH mit a € G. 

2. Jede Linksnebenklasse hat gleich viele Elemente wie H (ist gleich- 
mächtig, falls oo) 

S. Für die Gruppenordnungen \G\ und gilt die Abzählformel 



Ist \G\ unendlich, so ist \ H\ oder (G : H) unendlich (oder beide). 
Beweis. 

1. Die Nebenklassen sind nach 11.7 Äquivalenz klassen. also folgt die 
Behauptung aus 11.1. 



11.9 Die Ordnung von Gruppcnclcmcntcn 

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe mit neutralem Element e, 
und sei a (E G . Die Ordnung von a ist die kleinste natürliche Zahl m € N 
mit der Eigenschaft a rn = e, oder oo, falls ein solches m nicht existiert. Wir 
schreiben „orda" für die Ordnung von a. 




\G\ = \II\ ■ {G : H) 




h = h': 

Sei ah - ah' a - l {ah) - o VO -=> h - h' . 



3. Die Abzählformel folgt aus 1. und 2. 



n 
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Beispiele. 



1. Die Matrix A := ^ ist ein Element der Ordnung 6 in GL2(R), 
denn: 

A * " (-1 °) (-1 o) " (- 1 -0 ' A> " ( 0 -0 ' 

o 1 ) .*-G _ iV=G 5-* 

2. Die Matrix ^ Jj hat unendliche Ordnung in GL-j(IR), denn es ist 

11.10 Die von einem Element erzeugte Untergruppe 

Satz. 

Sei G eine Gruppe, und sei in die Ordnung von a £ G, Dann sind die 
Elemente a für ü <^ A - < in paarweise verschieden in G. Ist in < oc. .so ist 
II := {e. a. u 2 ..... o.'" 1 } eine Untergruppe der Ordnung in von G. 

Beweis. Angenommen, es wäre o J = a' mit 0 < i < j < m. Dann wäre 
a J ~' = e, was orda ^ j — i < m zur Folge hätte. Widerspruch! 
Sei /n < oc. Dann bestellt H aus m Elementen. Es ist e = a m in //. Für 
0 < t,j < m gibt es </, r € Z mit i - j qm + r , wobei 0 ^ r < m gilt . Es 
folgt a f "J = a« m+r = (o m ) 9 o r = a r e H . □ 

e 

11.11 Satz von Lagrange 

Sei G eine endliche Gruppe und II eine Untergruppe. Dann ist die Ordnung 
von II ein Teilei dei Ordnung von G. Insbesondere ist di< Ordnung eines 
jeden Elements von G ein Teiler der Ordnung von G. 

Beweis. Nach 11.8 ist |C| = \H\ ■ (G : H) und also \H\ ein Teiler von \G\. 
Wählen wir H wie in 11.10, folgt auch die zweite Behauptung. □ 

Korollar. 

Sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe der Ordnung p isomorph zu 

Z/pZ. 

Analytische Geometrie und Linearb Aluebra II, Universität Göttinobn 2006 
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11 Einige Grundbegriffe der Algebra 



Beweis. 

Sei G eine Gruppe der Ordnung p. Wähle a ^ c aus G . Dann gilt orda =: 
m ^ 1 und also m = p. da p Primzahl und da nach der 2. Behauptung 
im Satz von Lagrange m ein Teiler von |G| — p ist. Nach 11.10 folgt G — 
{e, a, . . . , a**" 1 }, und die Abilduug G — ► Z/pZ, a k i — ► k für k = 1, . . . ,p 
ist ein Isomorphismus, □ 

1 1.12 Erzeugung von Gruppen 

Sei 6 T eine Gruppe. Die von einer nichtleeren Teilmenge U C G erzeugte 
Untergruppe ist definiert als die kleinste Untergruppe von G, die U enthält. 
Sie besteht (bei multiplikativer Sehreibweise) aus allen mögliehen Produk- 
ten mit endlich vielen Faktoren aus U, deren Inversen und e. 

Beispiele. 

1. Die von einem Element a G G erzeugte Gruppe 77 nennt man zyklische 
Gruppe. Ist orda = oo, so ist H = {. . . , a~ 2 ,a -1 ,e, a, a 2 , . . .}. Ist 
orda - in < oo. so ist H = {e,a,a 2 , . . . ,a m_1 } von der Ordnung m 
nach 11.10. 

• Z = {..., —2, —1,0, 1, 2, ...} ist eine unendliche zyklische Grup- 
pe bezüglich Addition, sie wird von 1 erzeugt. Die Untergruppen 
nZ = {..., —2n, — n, 0, n, 2n, . . .} c Z werden von n erzeugt. 

• Z/nZ = {0. 1 n - 1} wird von T erzeugt, ist also zyklisch. 

2. Die Kleinsche Vierergruppe Uj ist nicht zyklisch. Sie wird in GL 2 (1R) 
von den beiden Matrizen 

•*-(ä ^ b '= ("o 1 ?) 

erzeugt, Es ist V' 4 = {c ■= E>,n,b,c := ab} mit Multiplikationstabelle: 







b 


c 


a 


< 


c 


b 


b 


c 


e 


u 


c 


b 


a 


e 



Die Gruppe ist kommutativ (vgl. 11.4.4). 

3. Die symmetrische Gruppe S% ist nicht zyklisch. Sie wird von zwei 
Elementen erzeugt (vgl. 11.4.3 und Aufgabe 74). 
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11.13 Klassifikation der zyklischen Gruppen 

Satz. 

Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu Z oder zu Z/nZ mit einem n € N. 

Beweis. Sei G eine (multiplikativ geschriebene) zyklische Gruppe und a ein 
erzeugendes Element von G. 

1. \G\ = oo =^ G = {. . . ,ö~ 2 ,o _1 ,e,a,a 2 , . . .}, und Z — ► G, k i — ► a* 
ist ein Isomorphismus (a° := e). 

2. |G'| -: n 6 IM -=> G = {e,a,a s o B_1 }, und G — ► Z/nZ, o* i — » JE 

ist ein Isomorphismus nach 11.10. 

□ 

11.14 Normalteiler 

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe. Eine Untergruppe H von 
G heißt Normalteiler in G, falls gilt 

aHa 1 c für jedes a E G 

Hierbei ist aHaT* := {c/m -1 | /i € üf}. 

Bemerkung. 

Äquivalent sind: 

i) H ist Normalteiler in G 

ü) «.//«- 1 = // v« e g 

iii) r/.H = //o Va € G (d.h. jede Linksnebenklasse ist gleich der entspre- 
chenden K echtsnebenklasse) 

Beweis, i) => ii) H Normalteiler aHa' 1 C H Va e G 
=► a- l Ha=ar 1 H(a- 1 )- 1 C // V« g G 
=► ff = ao^ao" 1 c aHa" 1 

CH 

ii) iii) und iii) =>■ i) sind trivial. □ 
Beispiele. 

1. Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe G ist Normalteiler in G. 

2. SL„(A) ist Normalteiler in GL n (K), denn für .4 G GL„(AT) und B G 
SLn(ÜT) gilt 

dct(ÄBA l ) = det ß = 1, also 1 G SL n (K) 

t .8 

AMUmiOM GEOMBTRIE UND LINEARB ALUBBRA II. UNIVERSITÄT GÖTTINUBN 2006 
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11 Einige Grundbegriffe der Algebra 



3. p : 6' — > G' Gnippenhomomorphismus, so ist kern <p Nonnaltcilor in 
G, denn für a € G und 6 € kern ip gilt 

y>(a6o -1 ) = i^(a) ip(b) y>(a _1 ) = c' und also aba~ l G kern</? 

1 1 .6 \^^/ 

e? 

4. Jede Untergruppe H vom Index 2 in G ist Normalteiler in G. Denn 
ist a e //, so ist aH — H — Ha. Ist o e G \ H, so hat man disjunkte 
Vereinigungen H U a// = G und analog // U Ha = G. Daraus folgt 

118 

aH = üa. 

5. Die spezielle orthogonale Gruppe SO„(R) := {A € 0„(R) | det ,4 = 1} 
ist vom Index 2 und daher Normalteiler in der Gruppe der orthogo- 
nalen Matrizen O n (R) := {A e GL„(R) \ t AA = E n }. 

Beweis. Für ,4 e 0„(IR) ist det .4 - ±1, vgl. 10.3. Hieran erkennt 
man. dass S() r( (R) eine Untergruppe von O u (R) ist. Die beiden Ne- 
benklassen in ()„(R) sind SO„(R) und die Menge der Matrizen mit 
Determinante - -1. und also ist der Index 2. □ 



11.15 Faktor gruppen 

Sei G eine (mull iplikativ geschriebene) ( Iruppe, und sei H Normalteiler 
in G. Dann ist die Menge 



G/H := {aH | a £ G} 



aller Linksnebenklassen eine (iruppe mit Einselement H bezüglich 

all bH:= abH 

Es ist allbll = abllll = abll. da bH = IIb und //// = //. Hieraus 

11.14 11.5 

folgen Wohldefiniertheit und die Gruppengesetze. 

Man nennt G/H die Faktorgruppe von G nach II und sagt ,,G modulo 77 
Sind zwei der Gruppen G', 77. G/H endlich, so ist auch die dritte endlich, 
und es gilt 



aH, ein 




nach der Abzählformel in 11.8. Ferner ist tt : G — > G/H, a 
surjektiver Gruppenhomomorphismus mit kern7r = H. 
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11.16 Homomorphiesatz 

Satz. 

/. Ist <p : G — ► G' ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist kern '-p Nor- 
malteiler in G. and <p induziert einen Isomorphismus 

Zp : Gf kern tp —* bild tp 

2. Ist f : V — * W eine K -lineare Abbildung von K -Vektorräumen, so 
induzier! f einen Isomorphismus 

f: \ 7 kern / — bild / 

Beispiel. 

Die Determinante det : GL„(/\) — • K* ist ein surjektiver Gruppenho- 
momorphismus mit Kern SL„(A') und induziert also einen Isomorphismus 
GL„(K)/SL n (K) — -> K* 

Beweis des Homomorphiesatzes. 

1. Sei H := kern^ und Zp : G/H — - bild r -. aH » — * p{a). Dann ist H 
Normalteiler in G nach 11.14. 3. Es ist Zp wohldefiniert und injektiv, 
denn es gilt: 

aH = MI «- b 6 aH nach 11.7 und 11. Ii 
a _1 f> e H = kem<p 

«e' = V '(a~ 1 &) = V(«)" 1 ^) 
» ^p(a) = p(b) 

und es ist 

Zp(aH ■ hH) = Zp(abH) = p(ab) = <p(a)<p(b) = zp{aH)Zp{bH) 

Offenbar ist Zp auch surjektiv und damit ein Isomorphismus. 

2. folgt aus 1.. da jeder Vektorraum eine (additive, abelsehe) Gruppe 
ist. Es ist 

/ : Vf kern / — > bild /. v + kern / i — ► f(v) 

□ 

Analytische Geometrie und Lineare Alubbra II. Universität göttinubn 2006 
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11.17 Der Begriff des Ringes 

Definition. 

Ein Ring R ist eine Menge mit zwei Verknüpfungen, Addition und Multi- 
plikation genannt, und den Eigenschaften 

i) R bildet bezüglich Addition eine abelschc Gruppe 

ii) Die Multiplikation ist assoziativ und hat ein neutrales Element 

iii) Es gelten die Distributivgesetze 

(o + b)c = ac + bc und c(a + b) = ca + cb Va, b,ce R 

Beispiele. 

Jeder Körper ist ein Ring. Es sind Z und Z//?Z Ringe bezüglich gewöhn- 
licher Addition und Multiplikation. M„ X „(A') ist ein Ring bezüglich Ma- 
trizenaddition und -multiplikation. 

11.18 Der Begriff einer flf-Algebra 
Definition. 

Ein Ring R heißt K -Algebra, falls R mit einer A'- Vektorraumstruktur ver- 
sehen ist, die 

(Xa)b = a(Xb) = A(ofc) V«, beR,\€l< 

erfüllt (Verträglichkeit der Skalarmultiplikation mit der Multiplikation im 
Ring) und deren Addition die des Ringes ist. 

Beispiele. 

1. M„ XM (A') ist eine A'-Algebra bezüglich Matrizenaddition, -multipli- 
kation und der Skalarmultiplikation 




(Addition und Skalarmultiplikation sind komponcntenwci.se definiert) 
2. Sei V ein A- Vektorraum. Dann ist 

R := End* V := {/ : V — » V \ f ist A-linear} 

ANALYTISCHE GEUUETHIE HNIi LINEARE AUfEHRA II, UNIVERSITÄT GÖTTINGEN 2006 
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eine K -Algebra vermöge 



{f + 9)(v) := f(v)+g(v) Vr e V 
(/off)(v) := /(»(*)) * € V 




Ringst 



ruktur 



und 



(Xf)(v) := A/(v) Vv € V, A € Ä* 



(Es itsl {\f) o g f o (Xg) \{f o g); neutrales Elemenl bezüglich 
der Addition ist die Nullabbildung v i — > 0 und neutrales Element 
bezüglich der Multiplikation ist die Identität v ■ — ► v.) 

11.19 Operationen von Gruppen auf Mengen 
Definition. 

Eine Operation oder Aktion (von links) einer Gruppe G auf einer Menge 
ist eine Abbildung G x X — * A\ (<;, .r) • — ► gx, mit den Eigenschaften 

1. ex = x Var G X, wobei e das neutrale Element von G 

2. (gg')x = g(g'x) Vg, g' e G, x e X 
Man nennt X dann eine G-Menge. 
Bemerkung. 

Ist X eine G-Menge, so definiert jedes g E G eine bijektive Abbildung 
t g : X — ► X, x i — ► gx mit Umkehrabbildung t g -\ . 

11.20 Affiner Raum (additives Beispiel) 

Ein affiner Raum über K besteht aus einer Menge X = {P, Q, . . .} von 
„Punkten", einem A'- Vektorraum V und einer ..einfach transitiven" Rechts- 
uperation von V (als additiver Gruppe) auf A'. das ist eine Abbildung 



3. Die Operation ist einfach transitiv, d.h. zu je zwei Punkten P. Q € X 
gibt es genau einen Vektor v € V mit P + v = Q. 

Analvtwche Geometrie und Linearb Alqbbra II, Universität Göttinobn 2one 



XxV^ 



X, (P,v)^P+v 



mit den Eigenschaften 
1. P + 0 = P VP6 X 



2. P + (v + «;) = (P + t)) + u)VPeX,v,«tey 
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Wir schreiben dann v = PQ. also P + PQ = Q und nennen PQ den 
Ortsvektor von Q bezüglich P. 




Abbildung 3: v PQ 



Es ist PQ + QR = PR, denn 

P | (PQ \ QR) = (P | PQ) \ QÜ - Q \ Qft = R 

Andererseits gilt P + Pß = R. Aus der Eindeutigkeitsaussage in 3. folgt 

3. 

PQ + QR^PR. 

Wir haben uns hier von der Auszeichnung des Nullpunktes befreit. 



Spezialfall Sei X - V. Definiere X x V — » X. [w, v) i — » w + v, durch 
Addition in V. Dann sind 1..2..3. erfüllt. Also kann jeder A'- Vektorraum als 
affiner Raum betrachtet werden. Falls V A" ist. schreibt man A"(/\). 

11.21 Bahn und Stabilisator 

Sei X eine G- Menge (mit Linksaktion). Dann gelten 

1. X ist ein disjunkte Vereinigung von Bahnen (auch Orbits genannt), 
das sind Teilmengen der Form 

C.v: {ys\yeG} 

wobei x € X ist. 

2. Für jedes x E X ist der Stabilisator 

Stab x := {g € G \ gx = x} 
eine Untergruppe von G. 
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3. Sei G x := Stabs und G/G x := {gG x \ g e G} die Monge der Links- 
nebenklassen. Dann hat man eine Bijektion 



G/G x Gx. gG x i— * gx 



Beweis. 
1. Durch 



| x - y | ;^=» | 3y E C mit </ - </x 



ist eine Äquivalenzrelation auf X definiert, denn x — ex => x ~ x. 
Ist x ~ </ y = #x x - <? -1 2/ y ~ x. Gilt x ~ y und y ~ c 
y = gx, z = g'y = g'gx =*• x ~ 2. 

Nach Definition ist Gx - {</ e X | x ~ */} 1. 

2. Es ist ex = x, also e € Stab.r. Ist q € Stabx, so ist q~ x € Stab.r 

11.19 

wegen x = ex = (<7 _1 g)x = g ] (gx ) £ _1 x. Für y, </ € Stabx 

c; C Stab i 

gilt (g'g)x = .y'(yx) / x . also yy' e Stab x. 

yeStabx ff ' g Stabx 

3. Es gilt 

gG, = g'G. r g £ gG , 

-t=> fl _1 fir'x = x 
g'x - gx 

Die Zuordnung ist also wohldefiniert und injektiv. Sie ist offensichtlich 
auch surjektiv. 



11.22 Balmformel 

Satz. 

Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer Menge X / 0 operiere. Für die 
Länge der Dahn Gx gilt dann 

PH- |G| 



|G,| 

wobei G, der Stabilisator von x e X ist. 



Analytische Geometrie und Lineare Alubbra II. Universität göttinubn 2one 



30 



11 Einige Grundbegriffe der Algebra 



Beweis. Es ist 



\Gx\ {G : Gr) nach 11.21.3 



na 



ch 11.8 



□ 



Lornerfolgstest. 

• Whs können Sie über Gruppen von Primzahlordnung aussagen? 

• Was können Sic über zyklische Gruppen aussagen? 

• Beschreiben Sie die Gruppen der Ordnung 4 und der Ordnung 6. 

• Warum ist der Begriff des Normalteilers von fundamentaler Be- 
deutung für die Gruppentheorie? 

• Geben Sie Abzähl- und Bahnformel jeweils mit Beweisidee an. 



11.23 Übungsaufgaben 69 - 75 

Aufgabe 69. 

Es sei n €■ Z fest gewählt und nZ := {nz \ z € Z}. Man zeige, dass durch 

a ~ b a — b G »Z 

eine Äquivalenzrelation auf Z definiert ist, und bestimme die Anzahl der 
Äquivalenzklassen in Abhängigkeit von n . 

Aufgabe 70. 

Man beweise, dass Z/ nZ bezüglich der Vorschrift ä + b := tt + b fiir a, b € Z 
eine abelsehe Gruppe ist . 

Aufgabe 71. 

Seien 6'. G' zwei Gruppen, t das neutrale Element von G und e' das neutrale 
Element von G'. Man zeige, dass für jeden Gruppenhomomorphismus tp : 
G — ► G' die folgende Aussage gilt: kern(^) = {< } y ist injektiv. 

Aufgabe 72. 

Man untersuche, welche der folgenden Teilmengen Untergruppen sind: 

(a) GL n (IR) c GL„(C) , 

(b) {1,-1} CK*, 

(c) die Menge der ganzen Zahlen > 0 in Z + , 

(d) die Menge der reellen Zahlen > 0 in K*. 
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(e) die Menge der Matrizen der Form ( ( _ _ ) . a ^ Ü, in GLo(IR) . 
Aufgabe 73. 

Sei Z/'/fZ die in Aufgabe 70 eingeführte additive Gruppe. Die Addition in 
der Gruppe Z/mZ x Z/nZ sei komponentenweise erklärt. Man beweise oder 
widerlege: Z/6Z ~ Z/2Z x Z/3Z , Z/8Z ~ Z/2Z x Z/4Z , 
Z/8Z ~ Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z 

Aufgabe 74. 

Ks sei H = R \ {0, 1 } . Man zeige, dass die durch 

f(x) = i und g(x) = ^— - 

definierten Funktionen f,g : R — ► R eine Gruppe von Funktionen erzeu- 
gen, die zur symmetrischen Gruppe 5' 3 isomorph ist. wenn man als Ver- 
knüpfung die Bintereiuanderausfülnmig von Funktionen verwendet. 

Aufgabe 75. 

Zwei Elemente a, b einer Gruppe G heißen konjugiert in G, wenn es ein 
Element t € G gibt derart, dass a = t~ l bt gilt . Man zeige, dass die beiden 
Matrizen 

G 0 - (l 8 

in der Gruppe GLo(R) konjugiert sind, in der Gruppe SL 2 (IR) aber nicht. 



A»\l\ lts< Ht- liK.MMKIK IM. LlKKAHK AtUEttMA II. ÜNIVKKKITÄl GolTIN.JC.N 2l»W 



32 



12 Euklidische Räume und Bewegungen 



12 Euklidische Räume und Bewegungen 

Lernziel. 

Fertigkeiten : Hauptachsentransformation für Kegelschnitte 
Kenntnisse : Gruppe der Bewegungen eines euklidischen Vekturraums. 
insbesondere der euklidischen Ebene, endliche Untergruppen von Be- 
wegungsgi -uppen 

12.1 Euklidische Räume 

Ein affiner Kaum X über IR (vgl. 11.20), dessen zugehöriger Vektorraum V 
ein euklidischer Vektorraum ist. heißt euklidischer Raum. 

Beispiel. 

A" (IR) wird durch das Standard-Skalarproclukt auf R" zu einem euklidischen 
Raum. 

Definition. 

Der Absland zweier Punkte P, Q eines euklidischen Raumes X ist definiert 
als 

d(P.Q) - \\PQl wobei H| - v r) ist für v <E V 

Dadurch wird X zu einem metrischen Raum mit einer translationsinvari- 
anten Metrik, wie das folgende Lemma zeigt. Der Begriff "Metrik" ist hier 
im Sinne der Analysis gemeint und nicht zu verwechseln mit dem Begriff 
der Metrik aus Kapitel 9. 

Lemma. 

Für alle P.Qe X und alle v e V gilt: 

1) d(PQ) > 0 und d(PQ) - 0 P- Q 

2) d(P.Q) - d(Q.P) „Symmetrie" 

3) d(P. R) ^ d(P, Q) + d(Q, R) „Dreiecksungleichung" 

4) d(P + v,Q + v) — d(P,Q) ..Translationsinvarianz" 

Beweis. 1) folgt direkt aus 9.5. Nach 11.20 gilt PQ + QR = PR, woraus 
PQ = -QP für R P folgUMit 9.5 ergibt dies 2. Und 3. folgt aus der 
Dreiecksungleichung in 9.7: \\PR\\ \\PQ + QR\\ $C ||PQ|| + ||QÄ||. 
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Nach 11.20 gilt P + PQ = Q. Dies ergibt 

(P + v) + (P + v)(Q + v) =Q + V 

= (P + PQ)+v= P + (v + PQ) 
= (P + v) + PQ. 

Aus der Eindeutigkeitsaussage in 11.20.3. folgt nun 

und damit 4. □ 

Ist X = A"(R) wie im Beispiel oben, so können wir die Punkte P in A" als 
Vektoren in R" auffassen, und der durch P I PQ = Q definierte Vektor 
I } Q wild zu QQ - 0P. In diesem Kapitel werden wir nur den Spezialfall 
A = V betrachten. 

12.2 Bewegungsgruppen 

In Kapitel 10.10 hatten wir eine Bewegung eines euklidischen Vektorraums 

V als eine abstandser halt ende Abbildung 3 : V — > V definiert, also als 
eine Abbildung, für die gilt: 

\\ß(v) - ß(w)\\ = \\v - w\\ Vv. wGV 

Beispiel. 

Die Translation 3 - f,, 0 : V »• V, v i — » v + iHu ist für jeden Vektor i<„ € V 

eine Bewegung, denn es gilt: 

\\ß(v) - ß(w)\\ \\v + v 0 - (w + vo)\\ \\v-w\\ 

Aber /,,, ist nicht K-linear, falls t.< 0 ^ 0 (da dann f r „(0) = Wo i 1 0 ist). 
Offensichtlich gilt 

*wq ° = >n ° = ^-Hfi Vvo, t'i € V 
Insbesondere gilt f,, 0 o/_ f , 0 = idv = /_„ 0 o£ t;o , und es ist t^, bijektiv Vcq € V. 
Satz. 

5ci V ein endlich dimcnsionaler euklidischer Vektorraum. Dann hat jede 

Bewegung 3 : V V die Gestalt 3 = t o /, wobei f : V > V orthogonal 

und t : V * V eine Translation ist. 

Insbesondere ist jede Bewegung V — ► V r bijektiv, und die Bewegungen 

V — ► V bilden bezüglich Hmtereinanderausführung eine Gruppe. 
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Beweis. Die Abbildung / := t_ fl ^ o ß hält den Nullpunkt fest und ist 
daher nach Lemma 10.10 orthogonal. (Lemma 10.10 ist nur für V r = IR" 
formuliert, aber der Beweis ist exakt derselbe für einen beliebigen eukli- 
schen Vektorraum.) Damit ist f nach Bemerkung 10.5.2 bijektiv. und nach 
Konstruktion von / gilt 3 = o / . Nun ist klar, dass 3 als Kompo- 
sition zweier bijektiver Abbildungen seibist bijektiv ist. Ersichtlich ist die 
Hintereinanderausführung zweier Bewegungen eine Bewegung und sind die 
Gruppenaxiome Gl, G2 und G3 aus 11.4 erfüllt . □ 

12.3 Kegelschnitte 
Definition. 

Ein Kegelschnitt ist die Lösungsmenge X einer quadratischen Gleichung in 
zwei Variablen 

(1) /( r 1^2) : = öll^l + 2a\zX\X2 + 022-^2 + a\X\ + aix<i + o = 0 

in (R-. Dabei sind die Koeffizienten a >} ,aj,a € IR. Man nennt den Kegel- 
schnitt ausgeartet, wenn X = 0 oder X aus einem Punkt oder einer Gera- 
den oder aus zwei Geraden besteht. Andernfalls heißt X nicht ausgeartet. 

In den Übungsaufgaben 60. 61. 62 zur Hauptachsentransfonnation wurde 
der Fall a\ = 0 = a> behandelt und als Kegelschnitte eine Ellipse (Aufga- 
be 60). eine Hyperbel (Aufgabe 62) und zwei parallele Geraden (Aufgabe 
61) erhalten. Durch (1) kann auch eine Parabel beschrieben werden. Im 
Folgenden sei IR- mit dem Standardskalarprodukt versehen. 

Satz. 

Jeder nicht ausgeartete Kegelschnitt kann durch Bewegungen von auf 
eine der folgenden Normalformen gebracht werden: 

i) Fllipse: c U Ä \ c-,i£ -1=0 

ii) Hyperbel: cyy\ — c 2 ;j2 -1 = 0 
iii) Parabel: ayf — yi = 0 
wobei jeweils c\ > 0 und c 2 > 0 sind. 

Beweis. Der Kegelschnitt A' sei durch die Gleichung (1) definiert. 

1. Fall In (1) ist «12 ~ 0, aber on / 0 und «22 / 0. 

Durch die Substitution Xi = y, — für i = 1,2 erhalten wir 

f(-ri , x 2 ) = a n yi + 022J/2 + b 0 
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mit einem b € R. Wir haben die Translation ^) ' — ' (^,) + (^') 
vorgenommen, um 01.0.2 55,1 eliminieren. 

Es ist 6 / 0. da die obige Gleichung andernfalls einen Punkt oder ein 
Geradenpaar definieren würde und X dann ausgeartet wäre. Division 
durch -6 ergibt 

fcij/i+krf -1=0 

mit b{ = f rp. Es sind 61,62 nicht beide negativ, demi sonst wäre 
X = 0 und also X ausgeartet. Wir erhalten die Normal form einer 
Ellipse (61,62 beide > 0) oder einer Hyperbel (-6; > ü für ein /'). 

2. Fall In (1) ist a i2 = 0 und ein au — 0, etwa 022 = 0. 

Dann ist a u ^ 0. da X sonst ausgeartet wäre. Durch die Substitution 
x\ = iji - tP- erhalten wir 

1 1 



f(xi,x 2 ) = anVi + °2'-2 + c = 0 



mit einem c € R. Es ist «2 / 0, da X sonst aasgeartet wäre. Mit 



der Substitution #2 = V2 - ^7 erhält man a\\y\ + aiyi = 0. Division 



durch —a 2 ergibt dann 

ciyi - 1/2 = 0 

mit ci = Ist ci < 0, so ändert man das Vorzeichen durch Spie- 
gelung y 2 = '-y' 2 . Also ist die Normal form für eine Parabel erreicht. 
(Analog schließt man für «n =0 und a 22 / 0.) 

3. Fall In (1) ist o L2 J 0. Sei .4 = ^"j* Dann gibt es nach Spek- 

tralsatz 9.11 eine orthogonale Matrix T so. dass l TAT = ^ ®\ 
Diagonalgestalt hat. Die Gleichung (1) lautet in Matrizenschreibweise 

/(a?i,a? 2 ) - (x\,x 2 )A I («i,«2) +a = Q 

Setze hierin ( 1 ] = T ( 1)1 ] ein. dann folgt 
\x 2 J \y 2 J 

(yi,i/2) tTA£ + ( 0I: « 2 )7 (j^ + « = 0. 

Analytische Geometrie und Linearb Aluebra II. Universität Göttinübn 2006 



36 



12 Euklidische Räume und Bewegungen 



Also gibt es bi, b 2 G R so, dass gilt, 

f(xi,x 2 ) = Aij/J + A 2 j/2 + biyi + b 2 y 2 + a = 0 

Wir haben die orthogonale Koordinatentransforniation .7 i — • 'Ts 
vorgenommen. (Das entspricht einer Drehung oder Spiegelung von R". 
vgl. 10.6.) Nim sind wir in der Situation der ersten beiden Fälle und 
können die Gleichung durch Bewegungen auf Normalform bringen. 

□ 

12.4 Quadriken 

Eine Quadrik ist die Lösungsmenge einer quadratischen Gleichung 

n n 
/(ari, . . . , x n ) = ^2 aux'j + ^ 2o ij x i x j + ^ a,.r, + o = 0 
»-1 Rj i-1 

Der Terni 5Z"=i «u-'T + 5Z t '<j '^ a n x i x j lässt .sich wie in 9.13 behandeln, 
und man kann mit der in 12.3 beschriebenen Methode die Quadriken in 
Dimension 7J klassifizieren. Für n = 3 ergibt sich folgendes: 
Jede nicht ausgeartete Quadrik in R 3 kann durch Bewegungen von K 3 auf 
eine der folgenden Nonnalformen gebracht werden. 

i) EUrpsoid: b x y\ + + hyl -1 = 0 

ii) einschaligcs Hyperboloid: b\y\ + b 2 iß — &3#I — 1 = 0 

iii) zweisrhnliges Hyperboloid: b^ifi - b 2 y 2 - b 3 tß -1=0 

iv) elliptisches Pamboloid: b\yj + &22/0 - 03 = 0 

v) hyperbolisches Patubolotd: b\y\ - b 2 y% - i/3 - 0 
wobei jeweils fci.ta.fa > 0 sind. 

12.5 Orientierung und Bewegung 

Sei ß : V — ► V eine Bewegung eines endlich dimensionalen euklidischen 
Vektorraums V. Dann gibt es nach 12.2 eine orthogonale Abbildung 

f:V — » V mit ß(v) = f(v) + ß{6) für alle v e V. 

Wir unterscheiden die beiden Fälle det / = 1 und det / = — 1. 

• Im Fall det / 1 heißt 3 orientierungserhaltend. 

• im Fall det / = — ] heißt ß orientierungsutnkehrend. 
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12.6 Die Bewegungsgruppe von R 2 

Die Gruppe der Bewegungen von R 2 wird erzeugt von den Translationen 
t w inn den Vektor w € R 2 . den Drehungen d y . um 0 mit dem Drehwinkel \p 
und der Spiegelung s an der xj- Achse. Dies folgt aus 10.6, 10.8 und 12.2. 
Für alle (xi,X2) € R 2 gilt dabei 

t*( Xl ) = ( Xl l ai ) ndtw=( ai ) 
\x 2 J \x 2 + a 2 J \a 2 J 

s (s) (o -0 C-0 (-.0 • 

Rechenregeln in der Bewegungsgruppe von R 2 

Für alle v, w € R 2 und W7 G IR gelten 

i) i t , o t w = t v + w , d^ o d v = d^ +r} und so 8 = id 

ii) d.^ot w = td^(w) 0 dp 

iii) s o t w = i s ( ul) o s 

iv) sod^ = d-^ o .<? 

Beweis. Wir zeigen hier exemplarisch nur ii): Für alle u- € R 2 gilt 
(rf^ o f u ,)(x) = c^(fu.(#)) = d^{x + w) = d^x) + d 9 {w) = t^( w )(d^(a?)) 

□ 

Satz. 

Jede Bewegung ß : R 2 — ► R 2 /össtf sjc/i eindeutig darstellen als 

ß = t w od^ oder ß = t w od^o s 

Beweis. Sei J eine Bewegung von R 2 . Nach Satz 12.2 ist dann J t w o /. 
wobei eine Translation um w ist und / orthogonal ist, also insbesondere 
f{8) = 0 und det / = ±1 gilt. 

1) Sei det / = 1. Dann ist / nach 10.8 eine Drehung d v und also ß = t^od^. 

Analvtbchb Geometrie und Lineare Alubbra II. Universität Güttingen 2006 
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2) Sei det/ = -1. Dann gilt dct(/ o s) = det/dets = (-1)(-1) = L. 
Nach 10.8 ist fos eine Drehung, also / o ,s = d^. Da ,so,s = id ist, folgt 
/ — dp o s und somit ß = t w o dp o s. 

3) Eindeutigkeit der Darstellung: Sei J = f w . o dp o s' = f 4 . o d„ o «J, wobei 
i t j e {0, 1} sind. Es ist zu zeigen, daß i = j, w = v und <p = tj gelten. 
Sei i = 0, dann ist ß nach 12.5 Orientierungserhaltend, folglieh ist j = 0. 
Sei i — 1, dann ist ß nach 12.5 Orientierungsumkehr end, folglieh ist. 
j = 1. Also gilt i = j\ Da .s o .s = id ist, folgt t u . o dp = f,, o r/,,. 
Multipliziere von links mit und von rechts mit d-p. Man erhält 
t w - v o dp-p = f,._ t . o d v -p, also = d-,,-^. Eine Translation kann 
aber nur dann eine Drehung sein, wenn sie die Identität ig ist. Folglich 
gelten w = v und rj = 

□ 

Untergruppen der Bewegungsgruppe von IR J 

Sei Q die Gruppe der Bewegungen von R' 2 . In £ betrachten wir die beiden 
Untergruppen 

T := Gruppe der Translationen 

Ö : Gruppe der orthogonalen Abbildungen 

= Gruppe der Bewegungen, die Ö fcstlassen 
= 7 | Drehungen um 0 und Spiegelungen an Geraden durch o| 

Sei B die Standardbasis von R 2 . dann sind die beiden Zuordnungen 
(R 2 — > T, O — ► 0 2 (R), 

«• — > t* maß) 

Isomorphisuieu von Gruppen. 

12.7 Geometrische Beschreibung 

Orientierungserhaltende Bewegungen von R J 

Sei ß eine Orientierungserhaltende Bewegung der reellen Ebene. Dann ist 
ß = t w o dp nach 12.6. 

• Ist dp = id, so ist ß eine Parallelverschiebung um den Vektor w . 
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• Sei hingegen ^ id. Dann besitzt .1 genau einen Fixpnnkt P, woraus 
folgt, dass ß eine Drehung um den Punkt P ist. 

Beweis. Gesucht ist v e 0?" mit ß(v) = d^(v) + w = v. Zu lösen ist also die 
Gleichung (id— d v )(v) — w. Die Determinante des zugehörigen Gleichungs- 
systeins 

/l-cos* sin^ WiA _ /ai' 

\ — sin* 1 — COS <p J \J"2/ \ a 2j 

mit c — (.rj, j*2) und w = (fli.o-j) ist 2— 2 cos * und also ^ 0. Das Glei- 
chungssystem hat also genau eine Lösung P. Es ist P — d^(P) + «\ Folglich 
ist J(P + c) - d^(P + c) + tc - «\(P) + </ y -(r) + «' - </^(P) + u? + rf^(r) - 
P + dp(tt). Also ist ,J eine Drehung um P mit Drehwinkel *. □ 

Orient ierungsumkehren de Bewegungen von (R 2 

Jede orientierungsumkehrende Bewegung von R' J ist 

• eine Spiegelung an einer Geraden / oder 

• eine Gleitspiegelung, das ist die Hintereinanderausführung einer Spie- 
gelung an einer Geraden l und einer Verschiebung um einen zu t 
parallelen Vektor w ^ ü. 

Beweis. Eine orientierungsumkehrende Bewegung von R"' hat die Form ß = 
f u , od^o s nach 12.6. Die Bewegung s' := d^o s ist eine Spiegelung an der 
Geraden durch ü, die mit der x\ -Achse den Winkel | bildet, denn 

/cos* -sin*\ fl 0 \ = /cos* sin* \ 
\sin* cos* y \U - 1 y ^sm* -cosipj 

Dreht man das Koordinatensystem so, dass die jv Achse zur Spiegelachse 
wird, dann ist ß — t w o s' mit einer Translation t w (mit geänderten Koordi- 
naten) und einer Spiegelung s' an der (neuen) xi- Achse. Mit w = (01,02) 
wirkt ß im neuen Koordinatensystem durch 



ßh) = ( 11+01 V 

\x 2 J \-x 2 + a-i) 



Die Gerade 

wird dabei in sich selbst überführt. Insgesamt beschreibt ß eine Gleitspie- 
gelung entlang (. □ 
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12.8 Symmetriegruppen 
Definition. 

Sei F C R 2 eine beliebige Teilmenge („Figur"). Eine Symmetrie von F ist. 
eine Bewegung 3 : R 2 — ► R 2 , die F in sieh überführt , für die also j3(F) — F 
gilt. 

Die Symmetrien von F bilden eine Untergruppe der Bewegungsgruppe Q, 
die Symmetriegruppe der „Figur" F. 




Abbildung 1: Spiegel- und Drehsymmetrie 



12.9 Endliche Untergruppen von ö ~ 0 2 (R) 

Satz. Sei ö die Gruppe der Bewegungen von R 2 . die den Nullpunkt fest- 
lassen, und sei G eine endliche Untergruppe von Ö. Dann gilt 

• G ist die zyklische Gruppe Z n der Ordnung n. die von der Drehung 
djj mit f) = ^ erzeugt wird 

oder 

• G ist die Diedergruppe D„ der Ordnung 2», die von der Drehung 
d X) mit ij = und einer Spiegelung s f an einer Geraden durch den 
Nullpunkt erzeugt wird. 

Beweis. 1. Fall: Alle Kiemente von G sind Drehungen. Zeige: G ist zyklisch. 
Ist \G\ = 1, so ist G = {id}. Sei \G\ > 1. Dann enthält G eine Drehung 
um einen Winkel y / U. Sei ?/ e R der kleinste positive Drehwinkel, der bei 
einer Drehung aus G auftritt. Dann ist <p = mi) + a mit 0 < a < ij und 
einem »i e Z. 

Da G eine Gruppe ist, gilt d, A = r/ y - ,„,, G G. Es folgt o = 0, da // minimal 
ist und 0 ^ o < n gilt. Demnach ist = d, m , = d™ . Also ist G zyklisch. 
Wähle /? £ N minimal mit der Eigenschaft nrj ^ 27T, also 2tt ^ ni] < 2tt^-1]. 
Es folgt ni] = 2n und also n — ^ , da ansonsten rf t)t )-2ir eine Drehung in G 
mit kleinerem Drehwinkel als 7 wäre. 
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2. Fall: G enthält eine Spiegelung. 

Durch Änderung des Koordinatensystems kann man erreichen, dass es sich 
um die Spiegelung s an der x\ -Achse handelt. Sei // die Untergruppe der 
Drehungen aus G'. Wie im ersten Fall gibt es ein n e N mit // Z„ . 
Folglich ist D u := {dLo&> \ i = 0, 1 , j = 0,1} C G. .letzt ist noch 
zu zeigen, dass G C D n gilt. Sei 3 £ G. Wenn 3 eine Drehung ist, dann ist 
, 3 € H C D„. Ist ,i dagegen eine Spiegelung, so ist 3 = o s mit einem 
y> E R. Es folgt d^, = ß o s € G und weiter € H. Es gibt dann ein 
0 < / < /j mit (/^ = Also ,J = t/' f/ o s e D„. □ 

Folgerung. 

Schreiben wir z := (/,, und y := s, so können wir die Diedergruppe D n 
durch Erzeugende und definierende Relationen beschreiben: 

• Die Erzeugenden von D n sind x und y, 

• als Relationen gelten x n = 1, y 2 = 1 und yar = ar"^ 1 //. 
Es ist dann 

D„ = {l,:r,xV..,:E f, ~\i/,xy,;r 2 y, ...,;r n ! y} . 

12.10 Endliche Untergruppen der Bewegungsgruppe 
von R- 

Wir kennen jetzt die endlichen Untergruppen Z„ und D n von O. Dabei ist 
ö die Gruppe der Bewegungen, die 0 festlassen. Wir werden jetzt zeigen, 
dass jede endliche Untergruppe der Bewegungsgrnppe Q einen Fixpunkt P 
hat. Mit diesem Wissen können wir unser Koordinatensystem so festlegen, 
dass P der neue Nullpunkt wird und wir in der Situation von 12.9 sind. 

Lemma. 

Sei M = {gi, . . . , q n } eine endliche Menge von Punkten der Ebene, und sei 

P~ ~{qi + ... + </„) 
n 

der Schwerpunkt von M. Für jede Bewegung 3 gilt dann 

ß{P) = kß{qi) + --rß(qn)). 

n 

Eine Bewegung bildet also Schwerpunkte auf Schwerpunkte ab. 
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Beweis. Jede Bewegung 3 hat die Form 3 = t w o r/^, oder J = t w o o .s 
mit einer Translation f,,., einer Drehung d^ um den Nullpunkt und der 
Spiegelung .s. Da f/ y . und s Rdinear sind, braucht man die Behauptung nur 
für Translationen zu zeigen. Sei ß = t w eine Translation um w. Es gilt: 

3(P) - P + w nach Definition von t u , 

= I -.. I 7») i - («• \ ... \ w) 

n n < 



mal 



1/ 

= -(71 +tf+ ... + 9„ + tü) 
n 

= ±(/?(7,) + ... + ,%»)) 



Satz. 

Jede endliehe Untergruppe G der Bewegungsgruppe Q von E hat einen Fix- 
punkt, d.h. es gibt einen Punkt P € E mit 3{P) - P für alle 3 € G. 

Beweis. Sei ff £ E und sei Gq := {,^(7)!^ €. G} die Bahn von 7 unter 
der Wirkung von G. Die Bahn ist endlieh, weil G endlieh ist. Sehreihe 

= {71 f li» }■ E s i st ^ = ™(7l + • • • 1 7»«) der Schwerpunkt der Balm. 

Also ist ß(P) = P für jedes /? € denn ß permutiert die Elemente der 
Balm, und 3{P) ist wieder der Schwerpunkt dieser Elemente nach dem 
Lemma. □ 



12.11 Endliche Untergruppen der Drehgruppe von R 3 

Im dreidimensionalen reellen Raum sind Bewegungen wesentlich schwieriger 
zu klassifizieren als in der Ebene. 

Wir beschränken uns daher darauf, endliehe Untergruppen der räumlichen 
Drehgruppe P.s(R) zu betrachten. Es ist 

2>3(R) - { / : K 3 ^ IR 3 | / orthogonal det / 1 } 
* S0 3 (R). 

Satz. 

Sei G eine endliche Untergruppe von T>3(IR) . Dann ist G eine der folgenden 
Gruppen: 

• Z„ : Zyklische Gruppe der Drehungen um Vielfache von =^ mit n (E N 
um eine Drehachse. Es ist \Z n \ = n. 
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• D n : Diedergruppe. der Symmetrien eines regelmäßigen n-Ecks in einer 
Ebene, aufgefasst als räumliche Drehungen. Es ist \D n \ = 2n. 

• T: Tetraedergruppe der 12 Drehungen, die ein Tetraeder in sich über- 
führen. 

• W: Würfelgruppe der 24 Drehungen, die einen Würfel oder ein Ok- 
taeder in sich überführen. 

• / ; Ikosaedergruppe der GO Drehungen, die ein Dodekaeder oder ein 
Isokueder in sich überführen. 

Beweis. Die Idee ist. die Pole von C auf der Einheitssphäre 

*:-{*€ tflM-1) 

Hinzuzählen. Dabei heißt ein Punkt p 6 S 2 ein Pol von G, falls es eine 
Drehung 7 7^ id aus G gibt mit 7(7;) = p . Man nennt dann p auch Po/ co/j 
7 . Die Schwierigkeit bei der Zählung der Pole von G ist, dass ein Punkt 

ein Pol von mehreren Kiementen aus G sein kann. 
Ist / / id ein Element aus G , so ist / eine Drehung um eine (eindeutig 
bestimmte) Drehachse t . Die beiden Seimittpunkte von £ mit 5 2 sind dann 
die Pole von / . Die Gruppe G operiert auf S 2 vermöge 

GxS 2 — S 2 , (/,p)— /(p) 

denn es gilt /(/>) e 5" V p e S 2 , da jede Drehung / orthogonal und 
insbesondere abstandserhaltend ist. 

Lemma. 

Bei der Operation von G auf S 2 geht die Metige X der Pole von G in sich 
über. Die Gruppe G operiert also auf X . 

Beweis. Ist p Pol von / ^ id aus G und g 6 G\ {id} beliebig. Dann ist g(p) 
Pol von go f o g~\ denn es ist (g o / o g 1 )(g(p)) = g(f{p)) = g(p). □ 

Da G auf der Menge der Pole A' operiert, kann man X disjunkt in Halmen 
zerlegen, vgl. 11.21. Wir zeigen nun mit Hilfe der Balmformel in 11.22, 
dass es höchstens 3 Bahnen geben kann. Fallunterscheidung nach Anzahl 
und Länge der Bahnen ergibt dann die obige Liste. 

Sei Stab(p) := {g e G \ g(p) = p] der Stabilisator eines Pols p von G und 
sei Gp := {g(p) \ g 6 G} die zugehörige Bahn. Mit den Bezeichnungen 

A r := |G|, n p := \Gp\ = "Bahnlänge" , r p := |Stab(p)| 

Analytische Geometrie und Linearb Aluebra II, Universität Göttinobn 2006 
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gilt nach der Bahnfonnel N = r p • n p , vgl. 11.22. 



Sei .V > 1 . Dann ist r p > 1 nach Definition des Pols, da id € Stab(/>) ist. 
und G hat r p - 1 Elemente mit Pol p nach Definition des Stabilisators. Da 
jedes / e G\ {id} zwei Pole hat, folgt: 

(1) 5> P -1) = 2(JV-1) 

v 

Wenn zwei Pole p und p' in derselben Balm liegen, folgt G'/> G'// nach 
11.1, also auch n p = n p ', und aus A r - t p n p - r p <n p > folgt dann auch 
r p - ry. Man kann also Summanden von Polen, die in derselben Bahn 

liegen zusammenfassen. Wir schreiben nun B\, B m für die Bahnen. Sei 

H := r p , falls p e Bi und iij := \Bi\ = „Länge der Bahn ß/ u . Aus (1) folgt 
nun 

m 

(2) x! 7 ^- 1 ) = 2iV - 2 

Es ist N - r»7j, für alle i = 1 , m. Division der Gleichung (2) durch N 

ergibt: 



(3) 



9 '" I 



<2 



äl/2 



~> B 



Es folgt m < 3 . d. h. es gibt höchstens drei Bahnen. 
Fall 1: Es gibt nur eine Bahn. Dann folgt mit (3) 

Dieser Fall kann nicht vorkommen. 

Fall 2: Es gibt genau zwei Bahnen. Dann folgt mit (3) 

2,1,1 ^ _ , 211 

2 - — = 1 + 1 und daher — - — + — 

N r*i T2 N r\ vi 

Es ist Ti ^ N , da N = n^j gilt. Also folgt r\ = ti = N und somit 
m = n2 = 1. Beide Bahnen haben die Länge 1. Folglich gibt es nur 2 
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Pole p und //, und beide sind Fixpunkte (werden von allen Elementen 
aus G fcstgelassen wegen A r = r\ = r>)- Also liegen sich p und p' auf 
der Sphäre gegenüber, d. h. sie liegen beide auf einer Geraden f durch 
0. Die Gruppe G kann also nur aus Drehungen um die Drehachse t 
bestehen. Daraus folgt, dass G = Zn die zyklische Gruppe ist, die 
von der Drehung um den Winkel ^ erzeugt wird. 

Fall 3: Ks gibt genau drei Bahnen. Mit (3) folgt nun: 

2 1 1 1 i 

J\ r\ V2 r 3 

Numeriere die Bahnen so. dass n ^ ro ^ r 3 gilt. Es folgt r\ = 2. 
denn wären alle r, ^ 3, so wäre die rechte Seite in (4) ^ 0 , die linke 
Seite ist aber > 0. 

Fall 3a: = = 2 und r := r 3 beliebig. 

Mit (4) folgt N 2r. also n 3 2, da N w 3 r ist. Es ist also 
ß 3 {p,p'} mit Polen p,p' e 5 J . 

Jedes Element von (7 lässt entweder p und p' fest oder vertauscht bei- 
de. Also liegen sich p und // auf 5 2 gegenüber, und die Elemente von 
G sind Drehungen um die Gerade f durch p und p' oder Drehungen 
um den Winkel tt um eine Gerade (' . die in der Ebene E :— f 1 liegt. 
Es ist also 

G = {/ € £> 3 ((R) I / führt ein regelmäßiges r-Eck F C E in sich über} 

Die Eckpunkte und Mittelpunkte der Seiten von F entsprechen den 
übrigen Polen. Schränkt man die Wirkung von G auf die Ebene E 
ein. so erhält man die Diedergruppe D T . wobei di. Drehungen tun 
( als ebene Drehungen um den Mittelpunkt von F wirken und die 
Drehungen um eine Gerade (' in E wie eine Spiegelung an (' wirken. 

Fall 3b: n = 2 und r 2 , r 3 > 2. 

Mit Hilfe von (4) überlegt man, dass es nur folgende Möglichkeiten 
gibt: 



Gruppe 




N 


T 


(2,3,3) 


12 


\Y 


(2.3.4) 


21 


l 


(2.3,5) 


60 



Die Tripel (2, r 2 . r 3 ) mit r 2 ,r 3 ^ 4 können nicht vorkommen, da 

1 1 1 
2+4 + 4- 1=0 
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ist. Die Tripel (2. 3, r 3 ) mit r 3 ^ 6 können nicht vorkommen, weil 

1 1 1 , „ 
2 + 3 + «- 1= ° 

ist. 

Im Fall (n,r2,r3) — (2,3,3) ist (ni,r»2,n3) = (6,4,4), da N — r,-«» 
ist. Die Pole der Bahn f? 2 sind die Eekpnnkte eines Tetraedevs F, und 
G besteht am den Drehungen, die F in sieh überführen. Es ist 

71 1 = # Kanten von F 
;»2 - # Eckpunkte von F 
»3 = # Seitenflächen von F 



Im Fall (/-!,;•>, r 3 ) (2,3,4) ist (ni,n 2 .».i) ; (12,8,6). Die Pole 
der Bahn Z? 2 sind die Eckpunkte eines Würfels F. und die Pole in 
B3 sind die Eckpunkte eines Oktaeders F' , und G besteht aus den 
Drehungen, die diese Figuren in sich überführen. Es ist 

m = # Kanten von F — =^ Kanten von F 
iio = # Eckpunkte von F = # Seitenflächen von F' 
- # Seitenflächen von F - # Eekpnnkte von F' 

Im Fall (ri,r 2 ,r 3 ) = (2,3,5) ist l»,.^,^) = (30,20,12). Die Pole 
in Bn sind die Eckpunkte eines Dodekaeders F, und die Pole in B^ 
sind die Eckpunkte eines Ikosaeders F' . Es ist G = / . 

L 



Wir haben uns in diesem Kapitel an dem schönen Algebrabuch von M. 
Artin [3] orientiert. Insbesondere ist der obige Beweis aus diesem Buch, das 
hier als weiterführende Lektüre sehr empfohlen wird. 



Lernerfolgstest. 

• Was verstehen Sie unter einer Symmetriegruppe? 

• Wie operiert die ebene Bewegungsgruppe auf den Kegelschnitten? 
Beschreiben Sie die Bahnen 

• Geben Sie eine Beweisidee zur Bestimmung der endlichen Unter- 
gruppen von S0 3 (IR) an 
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12.12 Übungsaufgaben 76 - 83 

Aufgabe 76. 

Man bestimme die Normalform des Kegelschnitts mit der Gleichung 

x* + 4 x\ X2 + 4 x$ + 2 ;ri - r 2 - 5 = 0 

Aufgabe 77. 

Man bestimme die Normalform des Kegelschnitts mit der Gleichung 



und den zugehörigen Ilauptaehsenabschnitten 3 und 1. Man bestimme die 
zu E gehörige Gleichung a\ix\ + 2 ai2 xi X2 + «22^2 — 1 — 0 , in der «12 ^ 0 
ist. 

Aufgabe 79. 

Man ermittle, welche Matrix die Drehung von ß? 3 um den Winkel <p um die 
durch den Vektor e 2 = (0, 1.0) bestimmte Achse beschreibt. 

Aufgabe 80. 

Es sei i eine orientierungsumkehrende Bewegung der Ebene. Man zeige, 
dass ßo ß eine Translation ist. 

Aufgabe 81. 

Sei D3 die Diedergruppe der Ordnung G. Man bestimme alle Untergruppen 
von D3 und ermittle, welche davon Normalteiler sind. 

Aufgabe 82. 

Sei Da die Diedergruppe der Ordnung 8. Man bestimme alle Untergruppen 
von Da und ermittle, welche davon Normalteiler sind. 

Aufgabe 83. 

Eine Gruppe G der Ordnung 55 operiere von links auf einer Menge X mit 
18 Elementen. Man zeige, dass es mindestens zwei Fixpunkte in X gibt. 

(Dabei heißt ein Element x € X Fixpunkt, wenn <y.r = x für alle y € G gilt.) 



16 x] + 24 xi x 2 + 9 x\ + 6U xi - 80 x 2 = 0 



und fertige eine Skizze an. 



Aufgabe 78. 

Es sei E eine Ellipse mit den Hauptachsen 
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13 Bilinearformen 



Lernziel. 

Fertigkeiten : Sätze über Bilinearfortiien in Aussagen ül)er Matrizen 
ninfornmlieren 

Kenntnisse : Grundlagen der Theorie symmetrischer und srhiefsym- 
metrischer Bilinearformen und ihrer geometrischen Interpretation 



für alle <;. <\ w € V und A.^/ € K. 
(ii) Eine symmetrische. Bilinearform auf V ist eine Abbildung 



die 1. erfüllt und symmetrisch ist, d.h. für alle r, w € V gilt 
2. (v, w) {«'. v) symmetrisch 
Aus 1. und 2. lässt sieh leicht die Eigenschaft 1/ folgern, vgl. 9.2. 

Sei nun V endlich dimensional. und sei s : V X V — * K, (v,w) i — ► {v, w) , 
eine symmetrische Bilinearform auf V . 

Zugehörige Matrix: Sei ß - {t?i, .... v n ) eine Basis von V. Dann gehört 
zu s die symmetrische Matrix 



13.1 Symmetrische Bilinearformen 

Sei K ein Körper, und sei V ein K- Vektorraum. 
Definition, 
(i) Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung 



s : V x V — ► A", (v, w) i — ► (t.\ (/.-) 



mit den Eigenschaften 




.s : V x V* — > K. (i\ «.') i — > (v,w) , 
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Umgekehrt gibt es zu jeder symmetrischen Matrix .4 € M„ X „(A') 
genau eine symmetrische Bilinearfbrm a : V x V — » K so, dass 
M ß (s) = .4 gilt, vgl. 9.3 

Basiswechsel: Seien B und B' Basen von V. Setzen wir wie in 9.4 



T := Mg,(id) so gilt M ß ,(.s) = 'TM B (s)T 



13.2 Schiefsymmetrische Bilinearformen 
Definition. 

Eine schiefsymmeMsche Bilineurform ist eine Abbildung 

s : V x V — • A", (r. ir) i — ► (v,w) , 

mit den Eigenschaften: Für alle u, v, w € V und /* € A' gelten 

(u -(- B, u»> = (u, w) + (v,w) \ 
1. > linear im ersten Argument 

{\v, w) = A(v, tu) 

2. (<\ u') = —(«', t'} schiefsymmetrisch 

Wie übertragen sich die in 13.1 angesprochenen Punkte für schie (symme- 
trische Bilinearformen s : V x V — ► A', (v, ic) i — ► (v, w) ? 

Bilinearität: Für alle u, r. u< 6 V und // € K gilt auch 

(u, tr + u?) — {«., c) + (u, «•} | 
1. > linear im zweiten Argument 

{v,fiw) = fi{v,w) J 

Dies folgt leicht aus 1. und 2.~ . 

Zugehörige Matrix: Eine Matrix A € M nxn (A') heißt schiefsymmetrisch, 

wenn ',4 - -.4 gilt. Sei B {vi , t<„} eine Basis von V. Dann 

gehört zu s die nach 2. sehiefsyniiiietrische Matrix 

/ ' . 

\('wi) ••• 

Umgekehrt gibt es zu jeder schiefsymmetrischen Matrix A £ M n xn(A) 
genau eine schiefsymmetrische Bilinearform s : V x V — * K so. dass 
M 0 (s) = ,4 gilt. 
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Beweis. Eine schiefsymmctrischc Matrix A = (a, 7 ) sei vorgegeben. 
Für 

t> = Ait'i + • ■ • + X n v n und w = pivi + f- /i„v„ 

mit X\y . . . , A„, m , . . . , fi n £ A' setzen wir 




Dann ist s offenbar bilinear, und nach Definition der Matrizenmulti- 
plikatiou in 5.2 gilt 

(vj, Vj) = üij für alle *, j — 1, . . . , n . 

Wie in 9.3 (mit JTi = //,•) zeigt man nun. dass s hierdurch eindeutig 
bestimmt ist. Da A schiefsymmet lisch ist, gilt {v,, vj) - . Es folgt 

II u 

(v, w) = Xißjüij = — £ (XjXiaji = -(w,v) und also 2." □ 
Basiswechsel: Seien B und ß' Basen von V . Setzen wir 



T := Mg\(id) so gilt M e -(-5) = *TM ß (*)T 



Dies folgt mit = id analog wie in 9.4. 
Bemerkung. 

Ist 1 + 1^0 in AT, so folgt aus 2. für v = //• die Gleichung 

2/ (v, v) = 0 für alle v G V. 

Umgekehrt implizieren 1., 1/ und 2/ die Gleichung 2.". denn 

0 = (v + w, v + w) = {v, v) + (v, w) + {w, »-) + (uk w) = (v, u>) + (w, v) . 

2.' 2.' 

13.3 Orthogonale Summen 

Sei V ein A'- Vektorraum, und sei s : V x V — > A'. (v,w) i — » {«, tu) , 
eine symmetrische oder eine schiefsymmet rische Bilinearform auf V. Wir 
nennen zwei Vektoren /\ «' e V orthogonal, weim 



gilt, und schreiben dir . 
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Definition. 

Seien Ui, . . . , U, n Teilräume von V und sei 

U :— U\ H h U m := {«i + h u m | Uj € Vj = 1, m} 

die Summe der Teilräume U\ , . . . , C/ m . 

Dann heißt die Summe eine orthogonale Summe, wenn 

1 . U = Ui 8 • • • 0 U m ("direkte Summe", vgl. 2.7 und Aufgabe 11). 

2. Ui±Uj für alle u, € t/j, «j 6 Uj und £ ^ j. 
Wir schreiben dann 

U-Ui±--±U m 



13.4 Das Radikal 

Seien V ein A- Vektor räum und s : V x V — ■» A'. (t\ u') » — ► (f. ir) . eine 
symmetrische oder eine schiefsyiiimetrische Bilinearforni auf V. Ist £/ ein 
Teilraum von V, so ist auch 

U L ■= {v G V | elf/ V» € U) 

ein Teilraum von V, wie leicht aus Definition 13.1 und 13.2 folgt. 

Definition. 

Rad V := {t> € V \ v±v' W € V'} heißt das Radikal von V, und V heißt 
regulär oder nicht ausgeartet, falls RadV - {0} gilt. In dem Fall nennen 
wir auch die zugehörige Bilinearforni 8 : V X V* — ► A\ (v, w) < — > {», «?) , 
regulär oder w'c/n 4 ausgeartet. 

Bemerkung. 

Sei t/ ein Teilrauin von V, und sei U mit der von s induzierten Bilinearforni 
versehen, also mit der Einschränkung 

s\uxu -U x U — > A, (u, u') • — > {«,«') , 

von s auf t/. Es ist dann 

Radf/ :- {u e r; | «j.«' W e t/} C7 n u 1 - 

Warnung: Ein Teilraum U kann ausgeartet sein, auch wenn V nicht aus- 
geartet ist, (vgl. 13.7). 
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Diese Warnung gilt allerdings nicht für das Komplement dos Kadikais, wie 
der folgende Satz zeigt. (Komplementäre Teilräume eines Vektorraums ha- 
ben wir in Aufgabe 18 studiert.) 

Satz. 

Sei V ein zu Rad V komplementärer Teilraum, also V = V(BRadV\ Dann 
ist 

V = V'±RaAV 
wobei die Einschränkung von s auf den Teilraum V 

8\v>xV ■ V X V — > A', («', v') I— ♦ (tt', l/> 

regulär ist und die Einschränkung von s auf den Teilraum Rad V trivial ist, 
d.h. es gilt {v. «•) ü für alle v. w € Radi'. 

Beweis. Die Summe ist orthogonal, und es ist (v,w) = 0 für alle v, w G 
RadV nach Definition von Rad V. Noch zu zeigen: Radi'' = {0}. 
Sei vi e Rad V C V und sei i? 6 V behellig. Nach Voraussetzung gibt es 
eine Zerlegung v = i>' + «• mit i?' e V imd «- e Rad V. Es folgt 

{«', v) = {«', r' + w) = (u\ v') + («', w) 

=0, da u'eRad V =0, da wgRad V 

= 0 => u y g Rad V 
Insbesondere ist u' e (Rad V) n V {0} . □ 



13.5 Bestimmung des Ranges von M g (s) 



Sei dimjfV = n und ß = (v\. . . . ,v n ) eine Basis von V. Weiterhin sei 
8 : V x V — ► A\ (v. w) i — ► (v, w) , eine symmetrische oder eine schiefsym- 
metrische Bilinearforni auf V. Dann können wir den Rang von 



/ («l>Vl) 



M B («) 



leicht mit Hilfe von 13.4 bestimmen. 
Satz. 




%) RadV = {fJ} M B (s) € GL„(A') (Ä rangM s («) = n ) 
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n) Es gibt eine Basis & = (v[, . . . ,v' n ) von V so, dass mit T := M B ,(id) 
gilt 



t T-M B (s).T=U B ,(s) = 



( 




0 . 


• 0 \ 




D 


0 . 


t 

. 0 


0 


... 0 


0 . 


. 0 


V o 


... Ü 


0 . 


• o ) 



wobei B e GL, (A') mit r = rangM B (s) . 
Beweis, zu i) Ks ist Rad V der Kern der A-Iinearen Abbildung 



g : V — ► Hom/ v -(i; A'), v 



(V — K 

\w I — ► {w, v) 



Also gilt 



RcidV={0} £> injektiv <=J> gsurjektiv. 

•1.4 4.8 



Sei C = •■.,¥?«) die durch 

*is von Uom^(V. K). Schreiben wir 



J 1 für /' = j 



definierte 



g(vj) = aijifi +■■■ + Onjtpn mit aij <= A' 



dann folgt aus 5.4, dass M B (p) = (ajj) ist. Es ist 

{vi,Vj) = g(vj)(vi) 

= aijipi(vi) H + 07ijVn(t'i) 

= a,j nach Definition von <pi 

Also gilt M B (s) = M%(g). Da rangMg(ß) = dimjrbüd(ß) ist (vgl. 
5.13), folgt nun 



g surjektiv rangM B (s) - // 



und damit i). 
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zu ii) Schreibe V = V L Rad V wie in Satz 13.4 und bestimme eine Basis 
B' = (v[, v' n ) von V so, dass (t^, .... v' m ) eine Basis von V und 
(v' m . j v' n ) eine Basis von Rad V ist. Dann folgt 



Mb,(s) = 



\ 0 



0 



0 



o ) 



mit ß 6 M m xm(A') und passenden Nullblöcken. Nach i) ist rang D 
m, da die Einschränkung von .s auf V nach 13.4 regulär ist. Also ist 
m = rangM ß ,(.s). Nach 13.1 und 13.2 ist M ß ,(.s) = *T ■ M ö («) • T. 
Hieraus folgt, m = r, vgl. Aufgabe 35. 



13.6 Dualitätssatz 
Satz (Dualitätssatz). 

Sei V ein endlich dimensionaler K -Vektorraum, und sei s : V x V ► K, 

(t\ w) ► — ► (v, w) . eine symmetrische oder schiefsymmetrische Btlinear- 
form, die nicht ausgeartet sei (d.h. für die Rad V = {f)} sei). Dann gelten 
für jeden Teilraum U von V 

1. dimjv V — dim/v V + dim^- U 1 

2. {U x y = U und RadU = Rad(6 rl ) 

3. Ist s|t/ x r/ : U x (/ — ► K regulär, dann ist V U±U J -. und auch die 
Einschränkung von s auf U 1 ist regulär. 

Lemma. 

Sei V ein K - Vektorraum und U ein Teilraum von V. Für f € Hom/vO • A ) 

sei f\u : U ► K die Einschränkung von f auf den Teilraum U. Dann 

ist die K -lineare Abbildung Hom A (V,A') > Horn K (U, K), f . — > f\u , 

surjektiv. 

Beweis des Leinmas. Sei g € Horn /<-({/. A'), und sei U' ein zu U komple- 
mentärer Teilraum, also V = U®U'. Für / : UeU' — * K. ti + it' i — ► g(u) 
folgt f\ r g. □ 
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Beweis des Dualitätssatzcs. Zu 1. Es ist 

Q'.V — ► Hamtf(V;Ä), v^\ V ~ 

[«- 1 — ► <ur,v) 

injektiv, da kernß = RadV = {5} ist, und also surjektiv nach 4.8. 
Sei 

e > : F Hom A (KA') Hom A (t/.Ä') 

Dann ist </ nach dem Lemma surjektiv (da das Komposition surjek- 
tiver Abbildungen surjektiv ist), also 

dim A bild g = dim A Hom A -(t/, A') = dim A - £7 

5.5 

Es ist kenif/ = {r <= V | {«,») = ü V« € 17} f/^. Es folgt 
dim A - V p_ diniK + diiu/ v - 1/ 

kern q' a\iu K bild t-' 

Zu 2. Es gelten U C (f/- 1 )- 1 , wie man der Definition von U 1 - abliest, sowie 
dim A - V - (dim A - V — dim A - t/) = dim A - V — dim A - U 1 - = dimxiU ) . 

Also ist dim* U = 6ka K (U ± ) ± . Wegen «7 c (L r± ) x folgt U - (t r± ) ± 
(vgl. 3.12). Dies ergibt Radt/ = i/ntf- 1 = (U^nU^ = Rad^). 

Zu 3. Ist .s anf U regulär, dann gilt U D U 1 = {0} . und mit 2.7 folgt 
U |- U 1 - = U 0 L' rJ -. Ans dem Dimensionssatz 3.13 ergibt sieh 

A\m K {U 8 ü x ) = dim A C/ 1 dim/v = dim A V 

Da t/ef/" 1 - ein Teilraum von V ist. folgt [/©t^ = V nach 3.12. Die 
Summe ist orthogonal nach Definition von U L . Nach 2. gilt Radi/ = 
RadfT/- 1 ). Also ist mit U auch £/ x regulär. 

□ 

Bemerkung. 

Ist t/ ein ausgearteter Teilraum von V, so ist U D U 1 - / {0}. Daher ist 
dann dim A V = dim A U + dim*. U 1 > dim A -(£/ -f f/ 1 ) nach 1. und nach 
dem Dimensionssatz 3.13. Also ist dann V 2 U I U ± -, und Aussage 2. gilt 
nicht. 
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13.7 Ein Gegenbeispiel 

Das Beispiel aus 9.4 wird uns hier als Gegenbeispiel dienen. Wie in 9.-1 sei 
s : R 2 x R 2 — * R, (v, w) i — ► {v, w) , definiert durch 



{v,w) = xiyi - x 2 V2 für v = (xi,x 2 )i = (ü/l<</2) € R* 



Dann ist s eine symmetrische Bilinearform. Sei ß = {ei,e2} die Standard- 
basis von V = R 1 '. Dann ist 

Nach 13.5 i) ist s regulär, denn det M ß (s) = -1 ^ 0, also M B (s) G GL 2 (R). 
Sei «i := i(ei + e 2 ) = (5, 5), dann ist {■« 1 , 11 1 ) = ü. Sei 



U :- R«i :- {Attj | AeR} 



Dann ist .s r , r nicht regulär, da U ^ {0} und 

Rad U := {« e 17 | <«, u>) - U Vw eU} ^UnU^ =U 
wegen (Au^/zui) = A/i(ui,Ui) — 0 VA,/i 6 A' gilt. 

• Teilraum eines regulären Raumes braucht also nicht regulär zu sein. 

Wir verifzieren nun noch für den Teilraum U, dass zwar dimp f/+diiUR U 1 
1 + 1 = dim R R 2 ist (wie in 13.6.1 allgemein für reguläres V bewiesen), aber 
R 2 2 U + U L gilt und damit 13.6.2 für U nicht erfüllt ist: 

Behauptung U~ := {c 6 R 2 | (r, u) = 0 Vu € £/} = t/ 

Beweis. Es gilt t/ 1 - 3 {7, denn es ist (A«i,/nti) — A/x(ui,«i) — U. 
Zu zeigen: CM C L/ . Setzen wir n 2 := e\ — e 2 = (1, —1), dann bilden «i , t/ 2 
eine Basis von R 2 , und es gelten («2. "2) 0 und (wi,w 2 ) ^ + i = 1 . 
Sei 1/ € t/- 1 . Dann gilt v = Aitti + A 2 u 2 mit Ai, A 2 G R, da uj, w 2 eine Basis 
ran R 2 bilden und 

0= (v, «i) = (Ai«i + A2« 2 ,«i) 
= Ai +A 2 (u 2 , ui) 



=0 

= A 2 



also v = Ai«i G U . 
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13.8 Hyperbolische Ebenen 

Wir setzen hier voraus, dass 1 + 1 ^ 0 in K gilt. Es sei V ein mindestens 
2-dimensionaler Ä"- Vektorraum, der mit einer symmetrischen oder schief- 
symmetrischen Bilinearform 

s : V x V * K . ( r. w) > — > (v, w) 

versehen sei. Ein Vektor u ^ 0 in V heißt isotrop, falls {u, u) = 0. gilt. 
Satz. 

Sei V nicht ausgeartet, und es gebe einen isotropen Vektor ui e V. Dann 
gibt, es einen Vektor u 2 £ V" so, dass 

{«!,«!>= 0 = (u 2 ,u 2 ) und (ui,u 2 ) = 1 
gilt. Die Vektoren uy und u 2 sind linear unabhängig, und der Raum 

H Kui + Ku 2 

ist nicht ausgeartet. 

Beweis. Da V regulär ist, gibt os einen Vektor u € V mit {u x .u) ^ 0. 
Setzi in wir A : [u\, u) ' um 1 w : Au . » . f. >lg1 

(ui,w) = 1. 

Ist s schiefsymmetrisch, so ist nach der Bemerkung am Ende von 13.2 jeder 
Vekt or ^ Ü isotrop und wir setzen uo — « ? . Ist s symmetrisch, so setzen wir 
u 2 '■= fiu\ + w mit « :— —h{w, w) und rechnen nach, dass {u 2 , u 2 ) — 0 und 
(u\,uo} — 1 gilt. Es sind u\ und «2 linear unabhängig, denn wäre 11 \ — Xu 2 
mit A € K, so wäre 1 = {«1,1*2) = (^«2»«2> = A{«2t"2) = 0. Es folgt 
dim/v H = 2. Die Matrix von s\hxH bezüglich B = (1*1,1*2) ist 

/(ui, t/i) (tii,u 2 )\ _ / ü 1\ 

V<«2,«i) («2,« 2 ); \±i 0) 

und also in GL 2 (A')- Nach 13.5 ist also H nicht ausgeartet. □ 

Definition. Man nennt zwei isotrope Vektoren U\, u 2 6 V mit {«1, u 2 ) = 1 
ein hyperbolisches Paar und den Raum 

| H := Kui | Ku 2 

eine hyperbolische Ebene. 
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Beispiel. Sei .s : R 2 x R 2 — > R, (r. tr) i — - r. tr) . definiert durch 
(«,») = xiyi - x 2 V2 für v = (x u x 2 ),w = (2/1,2/2) € R 2 



wie in 13.8. Dann bilden «1 (5, 5) und «2 = 1) eni hyperbolisches 
Paar, und // - Rtn + Rt/o ist eine hyperbolische Ebene. 

13.9 Symplektische Räume 

Sei 1 + 1/0 in A\ und sei V ein A'- Vektorraum, der mit einer sehiefsym- 
metrischen Bilinearform s : V x V — - A'. (r. tv) 1 — ► (r, tv) verseilen sei. 
Es gilt dann 

<r. r) = 0 Vc e V 

und man nennt V einen symplektischen Raum. Die schiefsymmetrische Bi- 
linearfonn .s wird ebenfalls als symplektisch oder auch als alternierend be- 
zeichnet. 

Satz. 

Sei V ein endlich ditnensional, Dann ist 

V ^ H l ±---±II m ±L l ±---±L k 
mit hyperbolischen Ebenen II, und isotropen Geraden Lj. Es ist 

U Hi± - ±H m regulär 
und Rad V = L\ _L • • • ±Lk das Radikal von V . 

Hierbei ist mit einer isotropen Geraden ein 1-dimensionaler Teilraum L = 
Ku mit (u, u) = 0 gemeint. 

Folgerung. 

Jeder reguläre .symplektische Raum V ist orthogonale Summe von hyper- 
bolischen Ebenen, und es ist dimjc V = 2m eine gerade Zahl. 

Beweis des Satzes. Sei U f {0} ein orthogonal unzerlegbarer Teilraum von 
V, d.h. U lässt sich nicht darstellen als U — Ui±U 2 mit echten Teilräumen 
U u ü 2 . 

s\uxU — 0 bi diesem Fall ist jede Zerlegung von U in eine direkte Sum- 
me von Teilräumen trivialerweise orthogonal. Da U aber orthogonal 
unzerlegbar ist, muss dim^ U = 1 gelten. 
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s \üxU i 1 0 m diesem Fall ist V regulär, da es sonst eine orthogonale Zer- 
legung U — U'± Rad(£/) geben würde (vgl. 13.4) und U unzerlegbar 
ist. Da ä symplektisch ist. ist insbesondere jeder Vektor / 0 in U 
isotrop, und wir finden eine hyperbolische Ebene H — Ku\ + Kw> 
in U gemäß 13.8. Da a|// x // regulär ist. gilt U - nach 13.G. 

Hieraus folgt H L = {0}, da U orthogonal unzerlegbar ist. Es ist also 
U - H eine hyperbolische Ebene. 

Sei nun V - V L Rad V ein Zerlegung von V gemäß Satz 13.4. Dann ist 
.s|v'xV' regulär (insbesondere / 0), und wir Huden eine hyperbolische Ebe- 
ne H\. wobei s| //,><//, regulär ist. Nach dem Dualitätssatz 13.6 gilt 

V =H t ± Hj; 

\ ■■ 

und s|i'"xV" ist regulär. So fortfahrend erhalten wir eine Zerlegung 
mit hyperbolischen Ebenen Hj . 

Nach Definition ist s|RadVxRadV = ,J und wir spalten eine (unzerlegbare) 
isotrope Gerade ab 

Rad V = Li S V 

Trivialerweise ist die Zerlegung sogar orthogonal und *| v ? x y = 0. So fort- 
fahrend erhalten wir eine Zerlegung Rad V - L\ J_ • • • LLk □ 

Analog wie in 10.1 ist eine Isometrie definiert als eine bijektive, A'- lineare 
Abbildung / : V — ► W, die (v,v') = </(v), /(*/')} für alle v,v' € V erfüllt. 
Wir können nun die regulären symplektischen Räume bis auf Isometrie 
klassifizieren: 

Korollar. 

Sei 1 + 1/0 in K. Seien V. W endlich dirnensionale K -Vektorräume, die 
jeweils mit einer regulären schiefsymmetrischen Bilinearform ausgestattet 
seien. Dann gilt 



V und W sind isometrisch <=> dim/v V = dimjf W 



Zu jeder geraden positiven Zahl 2m gibt es also bis auf Isometrie genau 
einen regulären symplektischen A" -Vektorraum der Dimension 2m. Reguläre 
symplektische Räume ungerader Dimension gibt es nicht. 

Beweis. — => klar nach dem Klassifikationssatz 4.6 für endlich dirnensio- 
nale Vektorräume. 
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Es ist V = Hi± • • • ±H m und U' = H[± ■■■ ±H' m mit hyperbolischen 
Ebenen Hj. H\ nach dem Satz, den wir gerade bewiesen haben. Sei 
(uj. t'j) eine Basis von wobei v, isotrop und (u<, i'j) = 1. Wähle 
analoge Basis («'•. e') von //' für / = 1, . . . . m. Daim ist 

/ : V — . W, — »4 vi . pj 

eine Isometrie. 

Der Rest folgt ebenfalls aus dein Satz. □ 

13.10 Normalform schiefsymmetrischer Matrizen 

Wir setzen voraus, dass 1 + 1 ^ 0 in K ist. 
Satz. 

Ist. A 6 GL„(A) und A schiefsyrmnetrisch (d.h. *A — —A), su ist n — 2m 
gemde und es gibt eine Matrix T e GL„(Ä') so, dass 



'TAT 



0 




— Em 


0 



-) 



gilt, wobei E m E M,„xm(Ä") die Einheitsinatrix bezeichne. 

Beweis. Sei V ein n-dimensionaler A'- Vektorraum und B eine Basis von V . 
Dann ist A = M ß (.s) nach 13.2 mit einer schiefsymmetrischen Bilinearform 
8 auf V. Nach 13.5 i) ist s regulär. Nach 13.9 folgt 

V = Hi±--±H m 

mit hyperbolischen Ebenen Iii imd Basen ß, = (vi,Wi) mit 

(vi, Vi) = 0 = (tüj, und (vi, Wi) = 1 für ? = 1, . . . , m 

Für C := (j'i Vmi o>i, . . . , w m ) gilt 



M B '(«) 



0 






ü 



) 



und mit T := Mg,(id) folgt die Behauptung, vgl 13.2. □ 
13.11 Orthogonalbascn 

Sei 1)1^0 in A. Es sei nun V ein n-dimensionaler K- Vektorraum, der 
mit einer symmetrischen Bilinearform s : V x V — > A", (i\ w) i — > (v, w) 
versehen sei. 
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Satz. 

/. V besitzt eine orthogonale Zerlegung 

V = L l ±--±L n 

in \-dimensionale Tedräume L\. . . . , L n . 

2. V besitzt eine Orthogonalbasis, das ist eine Basis ß = (v\, i? n ) 

mit Vjlvj für alle i ^ j (d. h. mit (v{,Vj) = 0 für alle i ^ j). 

3. Es gibt eine Basis ß von. V so, dass 

/ 



M B («) = 



ai 0 


0 


0 • 


• 0 \ 


o ■•. 


• 


- 


• 


• 

* 


"•• 0 






0 • • • 


ü a m 


o • 


• 0 


() 


l ) 


o • 


• o 


0 


0 


0 • 


* 

• 0 / 



mit dj ^ 0 für alle j — 1, . . . , m, und es ist m — n - dimje Rad V. 

Beweis. Zu 1. Wir zeigen zunächst, dass jeder orthogonal unzerlegbare 
Teilraum U von V eindimensional ist. 

s \u*U = 0 Dann ist dim/f U = 1 wie im Beweis von Satz 13.9. 

s\uxU i" 0 Dann ist U regulär, (denn sonst gäbe es eine Zerlegung 
U = [/'_!_ Rad*/ nach 13.4). Es gibt ein u e U mit <u, u) £ 0, 
denn angenommen (u, u) — ü für alle u 6 U, dann folgt 

0 = (u + ü, u + u) = (u, u) + (u, v) + (v, u) + {v, v) 

= 2{u, v) Vu, v € U 

Dann ist aber (u,v) = 0 V«, v e U, also s\uxU - 0 im Wider- 
spruch zur Voraussetzung. 

Sei also u £ U mit (//, u) 0. Dann ist L := Ku ein regulärer 
Teilraum und nach dem Dualitätssatz 13.6 gilt U = L±L ± . Da 
U unzerlegbar ist, folgt L 1 - = {(?} und also dim^ U = 1. 
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Ks ist V *=' V'± Rad V, wobei V regulär ist. Induktiv erhalten wir 
dann Zerlegungen (analog wie im Beweis von 13.9) 

V" = 1 , 1 • ■ • lL m und Rad V = L„ 1+l ± ■ ■ ■ ±L U 



Zu 2., 3. Sei ß = (1*1, . . . , Un) so gewälilt, dass Li = Kui ist, dann gilt 

(tij, Uj) =: a } , ^ 0 für j = 1, . . . , m 

Wj) = 0 für j — m | 1. ji 

(t*t)«i) = 0 für alle / ^ 

und die Behauptungen 2. und 3. folgen nach Definition 13.1 von M ß (») 
und da /? = dim /v - V + c\\m K Rad V = m + dimjf Rad V naeh dem 
Dimensionssatz 3.13 gilt, 

□ 



Bemerkung. 

Es sei 1 + 1 ^ 0 in K. Ferner sei V endlich dimensional und mit einer 
regulären symmetrischen Bilinearform s : V x V — — - K. (v. ic) » — >• (t\ w) 
versehen. Dann gibt, es eine orthogonale Zerlegung 

V = Hi±...±H r ±V ma 

mit r hyperbolischen Ebenen H\ H, und einem anisotropen Raum V an , 

in dem kein Vektor isotrop ist, Die Zahl r und bis auf Isomet rie der Raum 
V au sind durch V und .s eindeutig bestimmt. 

Zinn Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus dem sog. Kürzungssatz 
von Witt, den man in Büchern über quadratische Formen findet, vgl. auch 
7.9 in [19). Die Zerlegung selbst ergibt sich aus 13.8. Besitzt V einen iso- 
tropen Vektor «i, so gibt es eine hyperbolische Ebene H = Ku\ \ Ku>. Da 
H regulär ist, ist V = HLH 1 - nach 13.6, und man kann per Induktion H~ 
zerlegen, sofern nicht H 2 - schon anisotrop ist. 
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13.12 Folgerung für symmetrische Matrizen 

Satz. Essai 1+1 ^ 0 in K. Zu jeder symmetrischen Matrix A € M„ XM (A') 
gibt es eine Matrix T € GL r ,(A') so. dass 



*T ■ AT = 



«! 0 


... 0 


0 • 


• 0 \ 


ü 


• 


• 




- 

• • 


'•. 0 


* 




0 


0 a m 


0 • 


• o 


1) 


0 

• 


(1 . 


• 0 


o ... 


Ü 


0 • 


• o / 



mit a, ^ Ü für alle i — 1 rn gilt. 

Beweis. Sei V ein n-dimensionaler Ä'- Vektorraum , und sei B eine Basis von 
V. Nach 9.3 gibt es genau eine symmetrische Bilmearfonn s auf V so. dass 
.4 = M ß (.s) gilt. Wähle & gemäß 13.11 3. und setze T := Mg,(id). Dann 
folgt die Behauptung, da M ß ,(.s) = TM ß (.s) T nach 9.4 gilt. □ 



13.13 Trägheitssatz von Sylvester 

Sei nun K - IR. Dann kann man den Satz 13.11 verschärfen. Zunächst 
können die Einträge (vi,Vi) ■ - «; in der Matrix zu 1 oder -1 normiert 
werden: Ist o, > 0, so sei c, = yfa~ , und der Vektor rj = c^r, erfüllt 
{t''. dJ) — | 1. Ist a,- < 0, so sei = y / — aj , und der Vektor — c^Vi erfüllt 
( v 'i- v 'i) — — !• Man kann dann noch die Reihenfolge der Basiselemente so 
ändern, dass die Matrix bezüglich der normierten Orthogonalbasis B' die 
Gestalt hat 



M ß ,( S ) 





0 


0 


0 


-E r - 


0 


0 


0 


Oro 



Hierbei bezeichnet r + die Anzahl der Diagonaleinträge, die gleich +1 sind. 
r~ die Anzahl der Diagonaleinträge, die gleich -1 sind, und ro die An- 
zahl der Diagonaleinträge, die gleich 0 sind. Wie üblich ist E r die r x r- 
Kinheitsmatrix. Ks ist /? = r + •( r~ + ro , und die Nullen stehen für Nullma- 
trizen passenden Formats. Der Trägheitssatz von Sylvester sagt ans. dass 
die Zahlen r + . r~ , r (J eindeutig durch die Bilinearform s bestimmt sind. Die 
Eindeutigkeit saussage ergibt sieh aus dem folgenden Satz. 
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Satz (Trägheitssat/ von Sylvester). 

Sei V ein n-dimensionaler R- Vektorraum, und sei 

s ; v x V — ► R , i>, w) i — ► {v, w) , 

eine symmetrische Bümearform auf V. Dann gibt es eine Zerlegung 

V = (Z+K/lRadV 

wobei s auf U + positiv definit, auf U~ negativ definit (d.h. (v, v) < 0 für 
v G U~ \ {0}; und auf Rad V gleich 0 ist. Ist V = V + l V~±. Rad V r eine 
weitere solche Zerlegung, so ist 

r + := diniR C/ f = diniR V + und r~:=diniR?7~ diniR V 

Beweis. Satz 13.4 erlaubt es uns, zunächst das Radikal abzuspalten und fin- 
den Beweis anzunehmen, dass V nicht ausgeartet ist. Sei U + ein maximal 
positiv definitei Teilraum von V. das ist ein Teilraum inil den Eigenschaften 

1. («,«) > 0 für u £ V+ \ {0} 

2. Für alle v G V \ U + ist s|(c/++K',,)x(t/++K't<) nicht positiv definit. 

Sei U~ := (f/ + )- L = {v € V | (r,u) = 0 V« € t/+}. Da s\u+ xU + positiv 
definit ist. ist U + regulär. Nach 13.6 folgt V = t/ + _L(£/ + )- L 
Angenommen es gibt v G U~ mit (v, v) > 0. Dann ist s auf t/ + ©Rv positiv 
definit im Widerspruch zur Maximalität von C/ + , denn für alle A G R, 
u G f/ + gilt dann 

(u + Xv, u + Xv) = {u, u) +2A (u, v) +X 2 (v, v) 

>o =0, da v€(l/+) x >o 

> 0 

Also ist (v,v) ^ 0 für alle v G J/~. Ist {«;,«?) = 0 für ein w G i/ - , so gilt 
für alle v G f/~ und alle A G R, dass 

0 ^ (tw + Au, w + Xv) = {w, w) +2A{t>, w) + X 2 {v, v) 

Ks folgt (i\ «.») = 0 für alle v G V~ (andernfalls erhält man einen Wider- 
spruch, da A G R beliebig), also ist w G Kad U~ . Es folgt w = 0, da .s nach 
13.6 regulär auf U~ ist. Also ist .s auf U negativ definit. 
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Sei V = V + ±.V~ eine zweite Zerlegung. Dann ist, naeh 13.6 

diinj? V~ n - dim R V' f 
Angenommen: dim R V' + < dim R f/ + . Dann folgt 

n < dim R U~ + n - diniR V + = diniR U + + dim R V 



= dim R (t/ + + V~) + dim R (t/+ n V~) 

3. 1 3 

= diim?(l7 + + V~) t da t/+ n V" - {0} 



pos. def. lieg. def. 



^ n Widerspruch 



Es folgt dim R - diniÄ U + (der Fall dim R U + < dim R V+ ist analog). □ 

Bezeichnungen 

r heißt Trägheit shidex 

(r + ,r~,r 0 ) heißt Signatur. (Dabei ist ro - dim R RadV) 

Min(r + ,r~) heißt Isotropieindex von V bezüglich s (das ist die Anzahl 
der hyperbolischen Ebenen in V). 

Beispiele. 

Sei V regulär, also ro = 0. 

1. /•+ = n V euklidisch 

2. r + = 1, r~ - 1 <=> V ist eine hyperbolische Ebene 

Beweis. =► Naeh Voraussetzung gibt es eine Basis ß = (ri,t' 2 ) von 
V mit (vi, Vi) = 1, (vi,ü 2 ) = 0 = (va,vi) und {v 2 ,v 2 ) = -1. 
Setze i(vi + t>2) und «2 : : Vi - e 2 . Dann bilden Ui,u 2 ein 

hyperbolisches Paar. 

•«= Sei V = IRwi + IR«2 niit (ui,«i) = 0 = (« 2 , «2) und («1,1*2) = 
1 = (t/ 2 , tti). Setze ß = (vi, V2) mit Vi = 5W1 + U2 und v 2 = 5 w i — u 2- 
Dann ist 



3. r + = 3 und r = 1. dann heißt V Minkowski- Raum. (Hier spielt sich 
die spezielle Relativitätstheorie ab.) 

Analytische Geometrie und Lineare Aluebra II, Universität Göttinobn 2006 
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Korollar. 

Seien V, W zwei endlich dimensionale ER- Vektorräume mit orthogonaler 
Geometrie (d.h. sie seien jeweils mit einer symmetrischen Bilinearform 
sy : V x V — » IR und s\y : W x IV — ► !R versehen). Dann gilt 



V und W sind isometrisch 



V und W hüben die gleiche Signatur 



Insbesondere gibt es auf einem n-dimensionalen IR- Vektorraum V bis auf 
Isornetrie genau n + 1 verschiedene reguläre orthogonale Geometrien. 

Beweis. Die Äquivalenz folgt aus der Existenz von normierten Orthogonal- 
basen, wie am Anfang dieses Abschnitts ausgeführt, und dem Trägheitssatz 
von Sylvester. Sei (r + ,r~,ro) die Signatur von V. Da V regulär ist. ist 
ro = ü. Dann verbleiben für r ' und r die n -f 1 Möglichkeiten 

(0,n),(l,n-l),...,(n,0). □ 

Lernerfolgstest. 

• Was ist die Länge von Vektoren in der symplektischen Geometrie? 

• Geiern Sie ein Beispiel für eine nicht-positiv definite symmetrische 
Bilinearform R n x R" — ► IR 

• Erläutern Sie den Begriff des Radikals einer symmetrischen Biline- 
arform auf einem endlich dimensionalen A'- Vektorraum V" und brin- 
gen Sie diesen in Zusammenhang mit dem Dualraum Horn k(V,K). 

• Wie lauten die Kla.ssifikationsergebnis.se für reguläre orthogona- 
le Geometrien über IR und reguläre symplektische Geometrien über 
einem Körper, in dem 1 + 1^0 ist. Warum und in welchem Zusam- 
menhang wurde die Voraussetzung 1 + 1 ^ 0 an A' gestellt? 



13.14 Übungsaufgaben 84 - 88 

Aufgabe 84. 

Für v = (xi,x 2 ,x 3 ), w = (1/1,2/2,1/3) aus IR 3 sei 

{v,w) := 3x^2 + 4x 1 y 3 - 3.r 2 J/i - .r 2 .y 3 - 4-r 3 i/i + T 3 y 2 . 
Dies definiert eine schicj [symmetrische Bilinearform 

s : IR 3 x IR 3 — > IR, (r. w) 1-» (v,w) . 
Man bestinnne die Matrizen Mß{s) und M&{s) bezüglich der Basen 

B= {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} und # = {(0,0,1), (0.1.0). 
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Aufgabe 85. 

Es sei IR 4 versehen mit dem Standard-Skalarprodukt, und es sei / : K 1 — » IR 1 
für x — (xi. 0-2,^3,0:4) £ R 4 definiert durch 

f(x) = (x\+X2-\-X3 + X4,Xi+X2-\-X3 + X4 i Xi+X2-X3-X4,Xi+X2-X3-X 4 ) 

Man bestimme eine Orthogonalbasis von kern(/) und ergänze diese zu einer 
Orthogonalbasis von R 4 . 

Aufgabe 86. 

Es sei Ä' der in 1.4 definierte Körper mit zwei Elementen 0,1, und es sei 
8 : K 2 x K 2 — ► Ä\ (v. w) 1 — > (v,w) , definiert durch 

(v,w) = xiy2 + X2V\ für v = (x\,X2) und w = (y\,yo) aus K 2 

1. Man zeige, dass s eine reguläre symmetrische Bilinearfonn ist. 

2. Man entscheide, ob K 2 eine Orthogonalbasis besitzt. (Dabei ist eine 
Orthogonalbasis eine Basis (.r, y) von K 2 so, dass (x,x) — 1 — (y. y) 
und (x,y) = 0 = {y,x} gilt.) 

3. Man bestimme die Bahnen der folgenden Rechts-Operation 

MsxsfüQ x GL 2 (A') — ► M 2X 2(Ü0, (AT) •— * l TAT 
von GL 2 (tf) auf M 2 x2(Ä*)- 
Aufgabe 87. 

Es sei V = M 2x2 (R). Dann bilden die Matrizen 

€u= {o oJ' ei2= (,o o)> en= {i o)' e22= {o l) 

die Standardbasis von V. Sei *• : V x V — > IR. (.4, B) • — » {,4, B) definiert 
durch 

{.4. B) - Spur(.4 • B) für alle .4. £ e V* 

1. Man zeige, dass s eine symmetrische Bilinearform ist. 

2. Man bestimme die Matrix M B (s) für die Standardbasis ß von V. 

3. Man bestimme eine Orthogonalbasis von V. 

4. Man bestimme die Signatur von s . 

(Allgemein bezeichnet man als Spur einer n x n-Matrix die Summe ihrer 
Diagonalelemente.) 

Aufgabe 88. 

Es seien V und s definiert wie in Aufgabe 85, und es sei U der durch 
V := {.4 £ V | Spur(/t) = 0} definierte Teilraum von V. Man bestimme 
die Signatur von s|(/xt/ : t x ^ — ■ ^ • 



ANAtVTWCME GEOMETRIE UND LINEARE ALUBBRA II. UNIVERSITÄT GÖTTINUBN 2006 



uopyrigntea maieriai 



68 



14 Normalformen von Matrizen 



14 Normalformen von Matrizen 

Sei 1 + 1 7^ 0 in K. Wie aus der Tabelle ersichtlich, haben wir schon einige 
Norinalfonnen kennengelernt, mit Ausnahme der Jordan- Normalf arm. 



Relation B ~ .4 



Normal form 



Invarianten 



B = S~ l AT 

mit S,T e GL W (A) 



(I 



o 



r - rang .4 
vgl. 5.10 



ß - 'TAT 

mit Te GL„(A) und 
,4. # symmetrisch 



Diagonalmatrix 
vgl. 13.11.3 



Rang. Dimension 
und weitere 



A,B € GL n (R) 





0 


II 





vgl. 13.13 



Signatur 
vgl. 13.13 



B = 'TAT 

mit T e GL„(A) und 
A, B schiefsymmetrisch 

.4. B G GL„(A') 



( 



u 


Em 


— E m 


0 



n = 2;n 
Vffl. 13.10 



ß = T" l i4T mit 
r € GL n (A) 
vgl. 5.9 



Für A' = C 



=1 Kriterien für 
Trigonalisierbarkeit, 
Diagonalisierbarkeit 
vgl. 8.10, 8.3, 8.8 



Jo rda n - Non nalform 



R ang 

char. Polynom 
Eigenwerte 
mit Vielfachheit 
Dimension von 
Eigenräumen 



B = 'TAT mit 
Te 0„(R) und 

A,B € Mnxn(R) 

symmetrisch 
vel. 10.3.2 



/ A] o ••• o\ 

o '•• "'. : 



Vo 



•. 0 
o XJ 



Ai, . . . , A n 
Eigenwerte 
mit Vielfachheit 
vgl. 9.12.a 



ß - T.4T mit 
r € U n (C) imd 
A,BeM nXft (C) 
hennitesch 
vgl. 10.3.3 



fM 0 
0 

V o • • • 



*. 0 

o xj 



Ai,...,A„ e R 
Eigenwerte 
mit Vielfachheit 



vgl. 9.12.b 
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Die folgende Herleitung des Satzes über die .Jordansche Normal form ist 
von Charlotte Wahl, die als Assistentin den AG LA- Kurs 1999/2000. 
aus dem dieser Universitätsdruck entstanden ist, begleitet hat. 

14.1 Satz über die Jordansche Normalform 

Sei V ein endlich dimensionaler AT- Vektorraum. 
Theorem. 

Sei f : V — > V eine K-lineare Abbildung. Das ehamkte ristische Polynom 
Xfi x ) von f zerfalle in Linearfaktoren. Dann gibt es eine Basis ß von V 
so, dass 



I 



Mg(/) = 



0 



(K 



\ 



o 



Jk 



mit Jj 



\0 



0\ 



1 



ist, dabei ist A< ein Eigenwert von f. Die Matrix Mg(/) heißt Jordansche 
Normalform von f. Die .Ii heißen Jordankästchen. Bis auf Permutation 
der Jordankästchen ist die Jordansche Normalform eindeutig bestimmt. 

Bemerkung. 

Zu einem Eigenwert A können mehrere Jordankästchen gehören. Die Anzahl 
der Jordankästchen zu A ist gleich der Dimension des Eigenraums von A. 
Nach 8.10 existiert die Jordansche Normalfonn für alle trigonalisierbaren 
Endoniorphisnien. insbesondere für alle Endomorphismen von endlich di- 
mensionalen komplexen Vektorräumen. Da die Jordansche Normalform eine 
obere Dreiecksmatrix ist. ist die Trigonalisierbarkeit eine notwendige Be- 
dingung. 

Beispiele (für Jordansehe Normalformen). 



(o 4) ' (0 3) ' (0 3) 



. Bei 



/ 2 



0 
0 
0 



0 0 0 \ 



2 1 
0 2 



0 0 



gibt es zwei Jordankästchen zu 2. Die Standardbasisvektoren c\ und 
e 2 sind Eigenvektoren zu 2. und es ist e 4 Eigenvektor zu 4. 
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14 Normalformen von Matrizen 



• Bei Diagonalmatrizen handelt es sich um Jordanschc Normalformen. 

Der Beweis des Satzes erstreckt über die folgenden Abschnitte 14.2. 14.3. 
14.4 und 14.5. 

14.2 Teilbarkeitseigenschaft des charakteristischen Po- 
lynoms 

Lemma. 

Sei f : V ► V eine K -lineare Abbildung, und sei U C V ein unter f 

stabiler Untervektorraum, d.h. es gelte f{U) C U. Dann teilt das charak- 
teristische Polynom von f\ v : U ► U das charakteristische Polynom von 

f : V — > V 

Beweis. Sei B{j eine Basis von U . Ergänze diese zu einer Basis By von V . 
Sei dim £7 =: n und dim V - dim U =: m. Wegen f(U) C U ist dann 





Mi* 


0 





mit Mu = M§Z(f\u) € M nXn (K), M-22 € A/ mxm (A'). A/ 12 G M llxm (A'). 
Dann gilt für das charakteristische Polynom von / nach der Kästchenregel 

det(A/|;(/) - xEn+n) = det(A/„ - xE„)det(A/ M - xE m ) 
Das charakteristische Polynom von f\u ist gerade det(A/u — xE n ). □ 

14.3 Satz von Cayley-Hamilton 

Sat z ( Cayley- H am il ton ) . 

Sei f : V — - V und sei Xf(x) = £" =0 tt « xl ^ as charakteristische Polynom 

von f. Dieses zerfalle in Linearfaktoren. 

Dann gilt \f(f) : = 5Z"_o"'/' = "> obe * /° := id. 

Beweis. Sei dim V = n. Sei Xf( x ) = 11)= 1 — x )' Dann ist 

n 

*/(/) - E[( A ' " /)■ 

Sei fi := (A, - /). Nach 8.10 gibt es eine Basis B von V so, dass A/f (/) 
eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen A, ist. 
Sei Uj der von den ersten /* Basisvektoren aufgespannte Teilraum von V, 
sei U 0 0. Dann gilt /({/,) c {/,. 
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Für den /-ton Basisvektor v t gilt /,(»?,) = (A, - /)(»>;) G L r , i, da die Ma- 
trix Mg(Xi - /) eine obere Drciccksniatrix ist, deren f-tes Diagonalelement 
verschwindet. Also gilt fi{U{) C t/i-l- Ans 

X/(/) = f\ ° /2 • • • o fn 
und U n = V folgt C Uq = 0 □ 

Bemerkung. 

Der Satz gilt auch für nicht trigonalisierbare Endoniorphismen. Wir werden 
ihn aber nur in der obigen Form weiter anwenden. 

14.4 Verallgemeinerte Eigenräume 

Folgendes Lemma entnehmen wir ohne Beweis der Algebra (vgl. zum Bei- 
spiel 8.3 und 8.4 in [13]): 

Lemma. 

Seien pk Polynome am K\x\, und es gebe kein Polynom vom Grad 

> 1 . das alle diese. Polynome teilt. Dann gibt es Polynome h\,..., € A'jj-] 

so, dass Yli=i hiPi = 1 ■ 

Satz. 

Sei f : V — ► V ein Endomoi phismus, und das charakteristische Poly- 
nom Xf(z) von f zerfallt, d.h. \/(.r) 11;= — •'")' • wobei die A, € K 
paarweise verschieden seien. Sei Vi := kern(\i — /)'* . Dann gelten 

1) v = v l e...9V k 

2) f{Vi) C Vi für alle i = 1 k 

3) dini/v Vi - /•{ für alle i = 1, . . ., k 
Beweis. 

1) Sei 

Die Polynome q, haben keinen gemeinsamen Teiler vom Grad ^ 1. Es 

gibt also Polynome h\ h^ so. dass 9i n i = 1 ' s ^- Daraus folgt 

/ : 

k 

Y. 9i(f) 0 /'((/) = id und daher 

i=l 

k 

J^bM{g i (f)oh i (f)) = V 

■■ i 
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14 Normalformen von Matrizen 



Wegen (A; - /)- o ffi (/) o /,,-(/) = Xf (f) o /,,(/) =^ 0 o /,,(/) = 0 folgt 

bUd( ö ,(/) o /»,•(/)) c V ■ _ kem(A f - f) r > 
also X^f=i Vi = V. In 3) wird gezeigt, dass die Summe direkt ist. 

2) Die Behauptung folgt aus 

für ein beliebiges Vi € K . 

3) Das charakteristische Polynom <7(.t-) von f\y. teilt ,Y/(- r ) nach 2) und 
14.2. Das Polynom q(.r) zerfällt also in Linearfaktoren. Sei // Nullstel- 
le von q{x), dann ist // Eigenwert von f\y t , vgl. 8.6. Sei v £ V; ein 
zugehöriger Eigenvektor. Aus 

o = (x i -fY'(v) = (x i - fl y(v) 

folgt // = A,. Daher gilt q(x) - (A, - x) e . Das Polynom q(x) teilt \f(.r). 
somit ist der Grad von q(x) kleiner oder gleich r, . Dieser ist gleich der 
Dimension von Vj, also dim# Vi < r,. In 1) wurde ]£i=i Vi — V gezeigt, 
was bedeutet 

k k 

n > d\m K Vi > diniA- V = >Jr«. 
f-i t-i i-i 

Damit muss dim/ v - V; = r; gelten, und außerdem folgt JZi-i dim/c 1; = 
diin/c V. Dies zeigt, dass die Summe der Vi direkt ist. 

□ 

Bemerkung. 

Der Untervektorraum V; heißt verallgemeinerter Eigenraum oder Hauptraum 
zum Eigenwert A, . 

Für Matrizen bedeutet der Satz: Ist ß, eine Basis von \) , dann ist ß - 
Uf=i exne Basis von V, und es gilt 





* 


0 


■ 

• 

Ai 



Ml(/) = 





Aa 
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Es ist also Mß(/) = D + N mit einer Diagonalmatrix I) = diag(£>i, . . . , Djt), 
für die gilt Di = diag(Aj, . . . , A») £ M Tf xr t (K)t und einer nilpotenten Ma- 
trix JV, für die gilt N dimK v = 0 und DN = ND. 

Es bleibt noch zu zeigen, dass man die Basen B t so wählen kann, dass 
die nilpotente Matrix die gewünschte Form hat. Dies ist die Aussage des 
folgenden Satzes, angewandt auf den nilpotenten Endomorphismus 

(/k-Ai):K< — Vi 
14.5 Normalform nilpotenter Endomorphismen 

Satz. 

Sei it : V — ■- V nilpotent, d.h. es gebe ein fceN so. dass u k = 0. Dann 
gibt es eine Basis B von V so, dass 



Mg(«) = 



/Ü 



Vo 



mä * € {0, 1 } 



Beweis. Sei 9 6 IN minimal mit u <?+1 = 0 und u° := id. 
Sei Ei :— kern u', i = 0, . . . , q + 1. 

Für v e E i+ i gilt u j (tt(v)) = u i+1 (w) = 0 und damit € £?<. Wir 

erhalten u(F; + i) C F, . Der Raum Fj ist im Raum F )+ i enthalten: wir 
behaupten, dass er sogar ein echter Teilraum von F»+i ist: 
Wir nehmen an, dass für ein i die Räume Ei und E i+ i gleich sind. 
Für alle x € V gilt: u i+1 u9 _ *(a:) = 0. Daraus folgt u<*- f (x) € E<+i, also 
€ Ei, und daher </''(.r) = u i u q - i {x) = 0. Es ist also = ü im 
Widerspruch mit der Definition von q. Die Räume E, bilden eine Fa/me 

0 - F 0 g Fi C F 2 . . . F f , g - V. 

Hilfssatz Sei F € V ein Untervektorraum, für den für ein i > 0 gilt: 

Fn F, = {0}. 

Dann folgt: 

1) </(F) n F;_i = {0} 

2) u\f : F — > u(F) ist ein Isomorphismus. 
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Beweis. 

1) Sei y 6 F so, dass u(y) € £?*-i. Dann ist ti t-1 (u(y)) = 0, also y € Ei 
und damit y = 0 nach Voraussetzung. 

2) Injektivität: Sei v € (kern u) PI F. Dann ist r e£| C also r = 0. 

n 

Induktiv konstruieren wir eine Folge von Untervektorräumen Ui für i = 
1 .<i+l so, dass gilt: 

Ui 0 E,-\ = Ei 
u(Ui) C 
: #i — * Ei i ist injektiv 

Wir wählen zunächst U q ~i so, da«s E q $U q+i = V gilt. Es ist u(tf«,+i) C . 
und wegen U q+l H f.', v = {0} gilt nach dem Hilfssatz 

«(tVün^-i^o}, 

und u\u +l : U q ~\ — ► E q ist injektiv. Der Raum U q+ \ genügt damit den 
obigen Bedingungen. 

Sei nun U,±i wie verlangt, d.h. insbesondere u([/; + [) C Ei und u(Ui+\) n 

Ei-i = {0}. Wir können dann den Raum Ui c Ei so wählen, dass er 

u(Uj , i) enthält und ein Komplement zu in Ei ist. 

Naeh dem Hilfssatz hat Ui die gewünschten Eigenschaften. 

Diese Eigenschaften und die Tatsache, dass die direkte Stimme der Ui den 

ganzen Raum V ergibt, nutzen wir im folgenden aus, um uns eine geeignete 

Basis von V zu konstruieren. 

Da u : U,+\ — > V\ injektiv ist, können wir induktiv für jedes i eine Basis Bi 
von Ui so finden, dass u(ßi + i) C Bi ist. Die Vereinigung B dieser Basen ist 
eine Basis von V. Wir ordnen die Basisvektoren aus B so um, dass für zwei 
aufeinanderfolgende Basisvektoren i, t'fc gilt: Ist *>* e / / 1, dann 
sei l 'k-i = "(''iO 6 Also gilt 

u(vk) = Vk-i für Vk ^ ßi mid u(vjk) = 0 für vjb € ßi. 

Die Matrix M^(h) hat somit die verlangte Form. □ 
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14.6 Anwendungen der Jordanschen Normalform 

Physik Lösen von homogenen linearen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung mit konstanten Koeffizienten. 

Sei K = C, Ae M„ yn (C) und t/o e C". Gesucht wird eine differenzierbare 
Funktion y : 0? — ► C" mit 

j f!/ (t) = Aij(f) und y(0) = y 0 

Fiü- n - 1 ist y(t) = e At yo eine Lösung. Formal löst y(t) := e At yo mit 

i-o 

und .4° :— E n das Problem auch für n > 1. Es ist allerdings nicht auf 
Anhieb klar, ob die Summe in M„ X n(C) konvergiert. 

Existenz und Rechenverfahren für e Ät : 
1) Für eine Diagonalmatrix 

Ai o 

tüag(A, A„) := 

\0 A n , 

konvergiert die Summe absolut, denn es ist e Dt — diag(e Alt , . . . , e x,,t ). 



konvergiert 



2) Sei N eine nilpotente Matrix, d.h. es gibt ein k € N mit N k = 0. Dann 



i=0 

absolut. 

3) Für C € Mnxh(C) konvergiere die Summe absolut. Sei B G GL„(C) und 
.1 : H dann ki .nvergierl 

i=0 ' i=0 

absolut, inbesondere gilt 

= B~ l e^B. 
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4) Sei A B I C und BC = CH, und die Summe konvergiere für B und 
C absolut. Dann konvergiert Y^ila absolut, und es gilt 



e At = € Bt e Ct 



(Cauchysche Sunmiationsformel. hier geht die absolute Konvergenz ein). 
Sei ./ die Jordanschc Normalform von .4, d.h. es gibt H G GL„(C) mit 

A = B~ X JB. Es ist 



J = 



\ü 



0 \ 

I 



\0 



0\ 



0/ 



mit * G {0,1} 



v 



v— 

= :jV 



Es gilt DN - ND. Damit folgt: 



e At ^B- y e Jl B^B- i (e Dt ^ t )B 

3) 4) 



= ß-'diagfe* 1 ' 

1),2) 



Dies zeigt die Existenz von f 4 '. Mit dieser Formel kann e Ai auch berechnet 
werden. 



Mathemat ik Klassifikationsproblem. 

Sei X eine Menge, - eine Äquivalenzrelation auf A r und Xj ~ die Menge 
der Äquivalenzklassen. Gesucht wird eine Teilmenge S C X so, dass 

$ xi ~ 

eine Bijektion ist. Diese wird Vertretersystem von Xj ~ genannt, Sei A' = 
M„ x »i (C) und 

A ~ Z? :<*=► Es gibt T e GL„(C) mit ,4 - T~ l BT. 

Dann ist jede Matrix äquivalent zu einer Jordanschen Normalform, und es 
gibt nur endlich viele Jordansche Normalformen in einer Äquivalenzklasse, 
die sieh durch eine Permutation der Jordankästehen voneinander unter- 
scheiden. Man kann also ein Vertretersystem aus Jordansrhen Normal- 
formen konstruieren. (Diese Äquivalenzrelation wird auch Ähnlichkeit ge- 
nannt, vgl. 8.1.) 
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Mit Hilfe der .Jordanschon Normalform kann so entschieden werden, ob zwei 
Matrizen durch Ba.sis\vechsel ineinander überführt werden können: Dann 
müssen ihre Jordanschen Norinalformen bis auf Reihenfolge der Jordan- 
kästeheu übereinstimmen. 

Lernerfolgstest. 

• Prüfen Sie, ob es sich bei der Relation B ~ .4 in der Tabelle am 
Anfang dieses Kapitels jeweils um eine Aquivalenzrolation handelt. 

• Welche Anwendungen ergeben sich aus dem Satz von der Jordan- 
schen Normalform. 



14.7 Übungsaufgaben 89-91 
Aufgabe 89. 

Seien a, b € R . Man bestimme die JORDANsche Normalform der Matrix 



/0 1 

= o o 

\ü a 



0 1 | 

a bj 



Aufgabe 90. 

Was ist falsch an dem folgenden "Beweis" des Satzes von Cavley-Hamilton? 
Xf {f) = det(/ - fo id) = det(/ -/)= det(O) = 0 

Aufgabe 91. 

Sei .1 e Mo x j(A*), und sei \a(x) = det(A - xE-z) das charakteristische 
Polynom von .4. Man rechne direkt nach, dass Xä(A) = 0 gilt. 
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15 Affine Unterräume und Abbildungen 

Ein affiner Raum über einem Körper K ist. gemäß 11.20 ein Tripel (A, V, t), 

wobei A eine Menge von Punkten p. q , und V ein K- Vektorraum sowie 

t : X x V ► A, (/>,??) i — > p + v, eine einfach transitive Operation ist. 

„t transitiv" bedeutet, dass es zu je zwei Punkten p,q e X einen Vektor 
v e V" mit q — p + v gibt, und einfach transitiv 1 bedeutet, dass es jeweils 
nur einen solchen Vektor v € V gibt. Man schreibt, dann v = pq und nennt 
pq den Ortsvektor von q bezüglich p. 

Lernziel. 

Fertigkeiten : Affine Räume als Räume verstehen, in denen a priori 
kein Koordinatensystem mit ausgezeichnetem Nullpunkt gewählt ist. 
Affine Abbildungen als lineare Abbildungen verknüpft mit Transla- 
tionen erkennen 

Kenntnisse : Affine Räume und Unterräume, affine Abbildungen. Par- 
allelprojekt ion, Schwerpunkt, Hauptsat/ der affinen Geometrie 

15.1 Affine Unterräume 

1. Seien V ein A'- Vektorraum, v 0 ein Vektor in V und U ein Untervek- 
torraum von V\ Dann heißt die Menge 

vq + U := {i'o + '/ | ii G U} 

ein affiner Unterraum von V . Oder anders gesagt : Eine Teilmenge S 
von V heißt affiner Unterraum von V, wenn es einen Vektor vo € V 
und einen Untervektorraum U von V so gibt, dass S = Vq + U gilt. 

2. Sei (A, V, t) ein affiner Raum über K. Eine Teilmenge Y C A' heißt 
affiner Unterraum, wenn es einen Punkt p 0 € A und einen Untervek- 
torrauin U c V gibt mit 

Y = po 1 U := {po + u | // S U) 

Es ist dann V selbst ein affiner Raum, und man nennt U auch die 
Richtung von Y oder Rieht ungsvektormum von Y . 

15.2 Beispiele für affine Unterräume 

1) Eine durch die Gleichung y = a.r \ b mit £ K definierte Gerade L 
in R 2 ist ein affiner Unterraum von (R-\ denn es ist L = (0, b) \ U mit 
£/ = {x( 1, a) | x € R}. Ist 6 ^ 0, so ist L kein Vektorraum. 
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2) Sei V = A". Ist Ax = b mit .4 6 A/ mX „(/\) ein lineares Gleiehungssys- 
tem, und / : A" — ► K m ,x i — ► Ar. so ist die Lösungsmenge die leere 
Menge 0 oder von der Form .r ( 'i + kern(/), also ein affiner Unterrauin 
von V (vgl. G.3). 

3) Seien (V/),^/ affine Unterräume von (X,V,t) mit Richtungen (t/,),^/. 
Dann ist Phe/^' e ' n affiner Unterraum mit Richtung f);-/ ^ r < öder 0. 
Die Vereinigung von affinen Unterräumen ist i.A. kein affiner Unterraum. 



1) Sei (A\ V. t) ein affiner Raum über A'. Setze dim X : = dim/v V 
Dann gilt : 

• Die O-dimensionalen affinen Unterräume sind die Punkte von X. 

• Die 1-dimensionalen affinen Unterräume sind die Geraden von X. 

• Die 2-dimensionalen affinen Unterräume sind die Ebenen von X. 

• Die (n-l)-dimensionalen affinen Unterräume sind die Hyperebenen 
von X, wobei n = dimj? V gilt. 

15.3 Affine Abbildungen 

Seien (X, V, t) und {Y. IV, t') affine Räume über A. 
Definition. 

(1) V und W seien A'-Vektorräume. Eine Abbildung a : V — > U' heißt 
«/Jfff, wenn es eine A -lineare Abbildung / : V ——> W so gibt, dass 
a(e) /(>■) + a(U) Rir alle v <E V gilt, 

(2) Eine Abbildung <p : X — » F heißt ojfl'in, wenn es eine AMineare Abbil- 
dung 0 : V — ► W gibt so, dass gilt 

(*) yip)^(q) = lp(pq) Vp, 9 € X 

Eine bijektive affine Abbildung heißt Affinität. 
Satz. 

.SV/ /),> £ X fest. Dann ist eine affine Abbildung y* : X — > V <ij/rr/j Angabe 
von 

tp (/>o) «/«/ : U — ► U 

eindeutig festgelegt. Umgekehrt, gibt es zu jedem ro € Y und jeder K- 

l in eure ii Abbildung f : V ► W genau eine affine Abbildung y : X — ♦ V 

mit 

<f(po) = r 0 und ~$ -S 

ANALVTWCHE GeoMBTRIE «Nl> LimMII AUHU II. UNIVERSITÄT GÖTTINUBN 2006 
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Beweis. Sei if affin. Dann gilt 

tp(p) = v?(p 0 ) + ¥>(po)v>(p) = v(po) + V(pöp) Vp€X 

1 transitiv (*) 

Umgekehrt: Seien n, £ V und eine A -lineare Abbildung / : V — ► W 
vorgegeben. Setze p(p) = rn \ f(pup) für p € X. Dann gilt p(p\>) = r (] und 



¥>(püMp) - /(/>»/>) 



weil t' einfach transitiv operiert und also der Vektor <p(po)<p(p) durch die 

Gleichung ^(po) I <f (p<i )y (p) = v?(p) eindeutig bestimmt ist. Es ist noch zu 
zeigen, dass -f = f gilt. Für alle p, q € A' gilt 

P9 L = 0 PPo 1 PÖ9 = PÖq ~ PÖP 

Weil / A'dinear ist, folgt daraus 



fipq) = f(mn) - /(pop) = yfooM?) - <p(po)<p(p) = v(p)<p{<i) 

Es ist also (*) mit ~~p = f erfüllt. □ 
15.4 Beispiele für affine Abbildungen 

1) Sei V ein euklischer Vektorraum und 3 : V — * V eine Bewegung. Dann 
ist 3 affin, wie aus Satz 12.2 folgt. 

2) Eine affine Abbildung tp ; X — ► X heißt Translation, wenn = idv 
gilt, also wenn 

<p{p)<p{q) = pq 

für alle p, q € A' gilt. 

Für </d = y"(/>i>) und p € X gilt: 

¥>(p) = 9o + idv(pop) = qo+pöp n = 0 9o + PoTo + 9ÜP 



= 9o + 9oP + Po 9o = P + Pü9o 

Eine Translation ist eine Affinität. 

3) Eine affine Abbildung p : X — - A r heißt Dilation oder Homothetie, 
falls 1p = A idv mit einem A € K" gilt, 

Analytische Gkombtrie UMD Lineake Aluehma II, Univeh.sit.at Göttinnen 200« 



15.5 Parallelprojekt ion 



81 



15.5 Parallelprojektion 

Sei (X.V.t) ein affiner Raum über A' und dhnX < 00. Sei \V ein Unter- 
vektorraum von V und Y = po + U ein affiner Unterraum von X derart, 
dass V = W®U gilt. Dann besteht der Schnitt (p + W)(lY für jedes p e X 
nur aus einem Punkt 7r(p), und die Abbildung 



ist eine surjektive affine Abbildung, genannt Parallelprojektion von X auf 
Y längs W. Die Einschränkung von 7r auf Y ist eine Affinität. 

Beweis. Es gilt dimX 3 = 3 dim* W + d\m K (/, da W n U - {0} ist. Wir 
zeigen zunächst, dass tt(/>) aus genau einem Punkt besteht für jedes p € X: 
Wäre (p | \V) n V = 0, so würde die Verbindungsgerade zwischen p und 
po einen zusätzlichen Beitrag zur Dimension liefern, und A' würde einen 
affinen Unterraum der Dimension 1 ) dim X enthalten, was unmöglich ist. 
Es ist also Y i 0. und daher folgt dim((p + H') n Y) = dim K (Wr\U) = 0 . 
Dies besagt nach 15.2.4. dass tt(/>) - (p + W) n Y ein Punkt ist. 
Die Abbildung n ist affin, da die zugehörige lineare Abbildung 

i?:V = W®U — ► U, v = w + u i — > u 

die Projektionsabbildung ist, und n ist surjektiv, da 7i{p) p für alle p € K 



15.6 Der Schwerpunkt 

Ein Koordinatensystem eines n-dimensioualen affinen Raumes (X. V. t) be- 
steht aus « + 1 Punkten po,pi,...,p„ so, dass die Vektoren v, p 0 pi 
für i 1 ,n linear unabhängig sind. Bezeichnimg (po;pi P»)- Je- 



des p e A" hat dann eine Darstellung p - p {] + KpoPi mit eindeutig 



7r : A' — • V, p i — ► tt(p) 



gilt. 



J 



n 



bestimmten A, € A'. 



Lemma. 

Seien pi . . . . , p^ € X tnw£ pi, . . . , p*. € A' mi< 
Dann hängt der Punkt s € X mit dem Ortsvektor 



Pi = 1 (Wfce» Ar € N A 



I 




nir/?Y wn f/cr Wo/?./ wn po o./>. 
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Beweis. Sei pj, G X. Dann gilt: 

k k ^ 

8 = PO i PÖ« = Pü I 53 /'iPÖPi = PO I X] WÄS? I PoPi) 

• : > i 

/ * \ * * ► ! — ► 

= P<H /'< ) PoPo + 53 l'iPaPi = Po + 53 fWuP 1 



vi=l / (1 1=1 



Man nennt s den Schwerpunkt der mit den Massen pi,....pj, belegten 

Punkte pi, ...,p fc . 

15.7 Affine Unterräume und Schwerpunkte 

Satz. 

Sei (X,V,t) ein affiner Raum über K, und sei Y c X mit Y ^ 0. Dann 
ist äquivalent: 

1) Y ist ein affiner Unterraum von X 

2) Für jedes System pi p/, G V und jede Massenbelegung pi p*. 

mit. JZf=i P« - 1 gehört auch der Schwerpunkt zu Y 

Beweis. 

1) => 2) Sei V affiner Unterraum, also F — p + (/ mit einem Untervektor- 

raum U von V. Sei po G F, dann ist pöp/ G U für » = 1, — also 
audi 2*bi PiPÖPi S tf. Daraus folgt s = p 0 + JlLi Pi PÖPi € F 

2) =S> 1) Sei yj 0 e F. Zeige: U {p7^ | /; G F} ist ein Untervektorraum von 

V. Seien A. // G /\' und p,q G V. Narh Voraussetzung ist 



Pu 



+ (1 - A - p)pöpo + Apop + p/V/ G Y 



woraus Apop + ppö~3 G U folgt, da pöpo = Q Ü gilt. 



□ 



Weitcrc Informationen zum Schwerpunkt und zu Anwendungen des obigen 
Satzes sind in [16], Kapitel VII.3 zu finden. 
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15.8 Zum Hauptsatz der affinen Geometrie 

Eine Affinität führt Geraden in Geraden über. Aus dem „Hauptsatz der 
affinen Geometrie" folgt, dass für K = R und jeden affinen Raum X über 
(R mit dim X ^ 2 umgekehrt gilt : 

Jede bijektive Abbildung X — > X . die Geraden in Geraden überführt, ist 
eine Affinität (vgl. (10]). 

Lernerfolgstest. 

• Wieso ist der in 15.1.2 definierte affine Unterranni ein affiner 
Raum? 

• Gegeben sei eine affine Abbildung q : V — > V. Dann gibt es einen 
Vektor v 0 G V und eine A'-lineare Abbildung / : V — > V so. dass 
a(y) = vo + f(v) für alle v € V gilt. Überlegen Sie sich, dass v„ und 
f eindeutig bestimmt sind. 

15.9 Übungsaufgaben 92 - 95 

Aufgabe 92. 

In Kapitel 1 ist eine Ebene in R 3 definiert als eine Teilmenge E C R 3 mit 
der Eigenschaft: Ks gibl a \ . a 2 . a \, b E R inil («1,02,03) / (0,0, U) derart, 
dass E = {(xi,X2,X3) € R 3 | 01X1 + 02X2+03X3 = b} gilt. Man finde einen 
Vektor Vq 6 R 3 und einen Untervektorraum U in R 3 so, dass i? = Vo + U 
gilt und also E als ein affiner Unterraum von R 3 realisiert ist. 

Aufgabe 93. 

Man entscheide, ob es zu jedem affinen Unterraum S von K" ein lineares 
Gleichungssystem Ax — b so gibt, dass S die Lösungsmenge von AM — b 
ist. 

Aufgabe 94. 

Es sei S — t'o + U ein affiner Unterraum eines Ä'-Vektorraums V wie in 
15.1.1 und so e S. Man zeige, dass S = Sq + U gilt . 

Aufgabe 95. 

Sei <p : A' — * Y eine affine Abbildung, wie in 15.3 definiert. Man zeige, 
dass bildy ein affiner Unterraum von Y ist und dass das Urbild <f~ l (Y') 
für jeden affinen Unterraum Y' von V ein affiner Unterranni von X (oder 
die leere Menge 0) ist. 
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16 Projektive Räume und Projektivitäten 

Lernziel. 

Fertigkeiten: Grundlagen der projektiven Geometrie beherrschen und 
deren Einführung motivieren 

Kenntnisse : Projektiver Raum, Homogenisierung, Schnitt punktsatz. 
Übergang vom Projektiven ins Affine und umgekehrt, synthetischer 
Ansatz 

Im Projektiven hat man stärkere Sehnittpunktsätze als im Affinen. Durch 
das Arbeiten im Projektiven erspart man sich daher einige sonst nötige 
Kai 1 Unterscheidungen. 

Sei A' ein Körper und V ein K- Vektorraum. 

16.1 Der projektive Raum P(V r ) 

Der zu V gehörige projektiv? Raum P(V) ist definiert als die Menge aller 
1-dimensioualen Untervektorräume von V. Ist dim^ V < oo, so setzt man 

dimP(T) = dim K V- 1 

und spricht von der Dimension von (P(V'). 
Ks ist P({0}) = 0 und dim 0 = -1. 

Man setzt P"(A') := P(A'" + 1 ) und nennt P"(A) den n-dhnensionalen pro- 
jektiven Raum über K. 

Bemerkung. 

Man hat eine Abbildung 

V\ {0} — » P(V), v • — ► Ar 

wobei Kv := {Av|A € A'} die durch v ^ 0 eindeutig bestimmte Gerade 
durch 0 ist. 

Kv = Kv' 




Abbildung 5: Gerade durch 0 
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16.2 Homogene Koordinaten 

Sei V = A'" fl . 

Dann sind die homogenen Koordinaten von v = (xo,x\, . . . ,x n ) e V \ {ü} 
definiert durch 



(x 0 : xi : . . . : x„) := Kv 



Sei K* = K\{6}. Dann gilt: 

Kv = Kv' ^=>3\£ K* mit r' = Ar 

■$=>• 3A £ A * mit j*q = Axo , . . . , x' n = Xx n 

Die homogenen Koordinaten sind also nur bis auf einen gemeinsamen Fak- 
tor A ^ 0 aus K festgelegt. 

16.3 Beispiele zur Homogenisierung 

Sei (u.b.c) E A 3 und (b.c) / (U.Ü). Betrachte in A 2 die Gerade mit der 
Gleichung 

(1) 



bx + cy + a = 0 



Die Gleichung ist inhomoge n, wenn a f 0 ist. 
Homogenisierung Setze 

mit xo/0 



•'"1 


und 




X - 


v- — 






Xq 



Dann folgt &|£ + + a , = 0 und also durch Multiplikation mit x 0 



(2) 



axo + 6xi + CX2 — 0 



Nach 16.2 ist (xq : ff] :x 2 ) = (±x 0 : ± x t : ±x 2 ) = (1 : x : y). 

Ks ist also (»/o : .Vi : Jfa) € P~(A") genau dann eine Lösung von (2), wenn 
(ya '■ y\ '• yz) — (1 : x '■ U) mit einer Lösung (x, y) von (1) gilt oder wenn 
(ifo : y\ : ite) = (0 : c : -6) ist. 

Beispiel. 

Betrachte in (R 2 die parallelen Geraden 

x + y-2 = 0, x + y = 0, x + y + 3 = 0 

ANAI VI IS. HI- CiK.MMKIK IM. LlNKMth Al.iff.HMA II. < <HIV f.MMTA I C.ÖT TINcJhN 200« 
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Abbildung 6: Drei parallele Geraden 

Homogenisierung liefert: 

x + y — 2 = 0 ~* —2xq + x\ + x<i — 0 
x + y - 0 ~* 0- .r 0 + + a?2 = 0 
x + y + 3 = 0 ~» 3x 0 + xi + xa = 0 

In allen drei Fällen ist (0 : 1 : — 1) eine Lösung in P-'((R). Die Geraden haben 
also einen Schnittpunkt in P a (R). 

16.4 Projektive Geraden in P-(A') 

Eine projektive Gerade L C P 2 (A') ist die Nullstellennienge in P 2 (A') einer 
Gleichung 

axo + bxi + cx2 - 0 mit (a,b,c) ^ (0,0,0) 

Es ist also 

L = {(x 0 : xi : x 2 ) € P 2 (A') | ax 0 + bx\ + cx 2 = 0} 

Ist b = c = U, so ist L die „unendlich ferne Gerade" 

P 1 :={(x 0 :x, :x 2 )eP 2 (A) |x 0 = ü} 

Die übrigen Geraden in P"(A) erhält man, wie in 10.3 beschrieben, durch 
(1) und durch Hinzufügen des „unendlich fernen Punktes 11 (0 : c : —b). 
Ist c ^ 0, so ist U = {(x 0 ,xi,X2) € A' 3 | axo + bxi { cj- 2 = 0} ein Unter- 
vektorraum von A' 3 mit Basis {(1,0, -|), (0, -c,6)} und es ist L = V{U). 

Analytische Geometrie und Lineare Algebra II, Universität Göttingen wm 
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16.5 Projektive Unterräume in (P(V r ) 

Eine Teilmenge X c P(V) heißt projektiver Unterraum, falls X = F(U) 
mit einem Untervektorraum U von V gilt. Es ist dann X 

• eine projektive Gerade in P(V), falls dim-Y = 1 

• eine projektive Hyperebene in P(V), falls dimX = dimPfV) — 1 und 
dim k V < oo 

Beispiele. 

Seien (Xi = P(C/,)) i€/ projektive Unterräume von P(V r ). dann ist 





i-p(TW 







ein projektiver Unterraum. 

Man nennt den kleinsten projektiven Unterraum von P(V'), der \J ifI X{ 
enthält, den Verbindungsraum \J i€l Xi. Es ist 



»gl (t/ 

Dabei ist Ylie] ^» der von Uie/ &i erzeugte Untervektorraum von V, und 
das ist der kleinste Untervektorraum von V, der alle üj enthält . 

16.6 Dimensionssatz 

Satz. 

Sei dimP(V) < oo. 

Für projektive Unterräume X\ = P{U]) und X 2 = P{U 2 ) ydt 

dim(A'i V X 2 ) = dim X\ -f dim X> - dim(A'i n X 2 ) 

Be weis. Es ist 

dim(Xi V X 2 ) = dimjf(üi + U 2 ) - 1 nach 16.1 und 16.5 

= dimjc Ui + d\m K U 2 - c\\m K (b\ n C^) - 1 nach 3.13 
= dim Xi + 1 + dim X 2 + 1 - (dirn(Xi n X,) + 1) - 1 

= dimXi + dim X 2 - dim(Xi n X 2 ) 

□ 
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16.7 Schnittpunktsatz 
Satz. 

Sei dini/< V < oc. Dürrn gelten 

t) Ist dini Xi +dim A'-> > dini P(V r ) für zwei projektive Unterräume X\,Xv 
von P(V r ), so ist X\ n X 2 / 0 . 

^ /ä< A'i = L eine projektive Gerade in P(V), A'_> = // ein« projektive 
Hyperebene in P(V), und ^t'ft L H , dann sehneiden steh L und H in 
genau einem Punkt P € P(V'). 

3) Zwei projektive Geraden in P 2 (/\) schneiden sich stets. 
Beweis. 

1) dim(Ai n A 2 ) = 6 dim X\ + dim A 2 - dini(A| V X 2 ) 

^ dim Xi + dim X 2 - dim P( V) ^ 0 A'i n A 2 / 0 . 

Vor. 

2) Aus L<£ H folgt dim(Ai V A 2 ) = dim P(V r ) und somit dim(A'i n A 2 ) = 0 
nach 16.6. Es ist also X\ D A 2 = {P} ein Punkt, 

3) folgt aus 2), da die Hyperebene H eine projektive Gerade in P 2 (A') ist. 

□ 

16.8 Projektiver Abschluss von A"(A ) 
Sei V A""* 1 . Betrachte die Abbildung 

i> : A" — ► P(V), (xj , . . . , x n ) - — ► (1 : Xj : ... \ x n ) = Kv 

mit v = . . . ,x n ). Es ist 

U = {(ar 0 ,*l *n) € A'"" 1 | x 0 = 0} 

ein n-dimensionalcr Untervektorraum von A'" +l . also ist H := P(U) eine 
Hyperebene in P( V'). 

Behauptung Es ist büd(0) = P(V) \ H. 

Beweis. Es ist bild(0) C P(V) \ H nach Definition. 
Sei (s/o : l/i : ... : € P(V) \ H, also y 0 ^ 0. 

=> (.yo:. V ,:...:i/n) = (l:^:...:^) = ^(- -) 

J/o i/o ?/o i/o 

□ 
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Man nennt H die unendlich ferne Hyperebene, t,'- heißt kanonische Ein- 
bettung von A"(A') in P"(A). und P"(A) wird als projektiver Abschluss 
von A"(A) bezeichnet, Man schreibt auch P"(A) = A"(A) U A x , wobei 
.4no = H ist. Für n — 1 schreibt man dann speziell P ! (A') = A L (A') U {oc}, 
da H dann ein Punkt ist. 

16.9 Projektivitäten 

Seien V,W zwei (t> + l)-diinensionale A"- Vektor räume. Dann heißt eine bi- 
jektive Abbildung y : P( V) — » P(H') eine Projektivität, falls es eine bijektive 
Adineare Abbildung 

0: V — ► W gibt mit y(P) = $(P) VP € P(V) 

(Hierbei ist P ein Punkt von P(V) und also ein eindimensionaler Teilraum 
von V.) Es ist dann (p nicht eindeutig durch \p bestimmt, denn für A € K* 
ist (Afl(P) = Y?(AP) = v?(P). 



Ferner gilt if(P(U)) = P( r -(r')) für jeden Untervektorraum U von V und 



jede Projektivität >p. 

16.10 Kollineationen 

Definition. 

Eine bijektive Abbildung y? : P(V') — » P(IF) heißt Kollinealion, wenn 
das Bild einer projektive Geraden c/ durch die Punkte P,Q e P(V r ) die 
projektive Gerade durch die Punkte p(P),y»(Q) G P(H') ist. 

Satz. 

iy Zu je zwei Punkten P.Q e P(V) mä P ^ Q gibt es genau eine projektive 
Gerade g, r//r P und Q enthält. 

2) Ist tp : P(V') — » P(Il') eine Projektivität, so ist <p eine Kollineation. 

Beweis. 

1) Es ist P = Ar, und Q = A> 2 mit v u v 2 € V \ {Ü}. Da P ^ Q ist 
folgt, dass t'i und vo linear unabhängig sind. Es ist also g — P(U) mit 
U — Kv\ \- Kv-2 die gesuchte projektive Gerade. 

2) Es ist j(g) = P(/(L')). Daraus folgt die zweite Behauptung. 
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16.11 Weitere Beispiele zur Homogenisierung 

Analog wie in 16.4 konstruiert man zu einer Hyperebene 

X m {(x u . . .,x n ) € K" | «1*1 + . . . + a n x„ +6=0} 
durch Homogenisierung ihrer definierenden Gleichung den Abschluss 
X = {(,/„ : in : ... : y n ) € P'(A') | b m + «i?/i + ...+ a n y n = 0} 



in P"(A'). Man setze 



Vi 

Xi = — 

yo 



für alle /' = 1 , n. 



Analog erhält man durch Homogenisierung den projektiven Abschluss von 
Quadriken, Kegelschnitten. Kulaken, etc. 

Beispiele. 

Betrachte die definierenden Gleichungen: 

i) x 2 + y 2 - 1 = 0 Kreis 

ii) x 2 - y 2 -1-0 Hyperbel (vgl. 12.3) 
in) x 2 -y = Q Parabel (vgl. 12.3) 

Homogenisierung Mit a? = |J und y = |* erhält man: 

i) -Xq + *i + x\ = 0 

ii) -xl + x 2 - x\ = 0 

iii) x\ - xoxq = U 

Behauptung Kreis. Hyperbel und Parabel sind projektiv äquivalent, d.h. 
die zugehörigen projektiven Kurven gehen durch eine Projektivität 

P 2 (R) — - P 2 (R) 

ineinander über. 

Beweis. Durch (xq : .7 - i : x?) 1 — ► ( : xq : X2) geht die projektive Quadrik 
mit der Gleichung ii) in die projektive Quadrik mit der Gleichung i) über. 
Durch (xq : x\ : x?) 1 — ► (xo + x% : X\ : Xo - x 2 ) erhält man aus Gleichung 
iii) die Gleiehimg i). □ 
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16.12 Übergang vom Projektiven ins Affine 

Bemerkung. 

Ist // = P(t/) eine projektive Hyperebene in P(V), so ist A := P( V) \ // ein 
affiner Raum mit zugehörigem Vektorraum U, und es ist Aoc = H. 

Was geschieht dabei mit einer projektiven Quadrik in P(V')? 

Beispiel. 

Sei Q = {(x 0 : x x : x 2 ) € P 2 (R) | - x% + x\ + x\ - 0}. 

1) Sei H = {(x 0 : x x : x 2 ) € P 2 ((R) | x 0 = 0} und 

V' : K 2 — » P 2 (R) \ ^ (*1,*2) — (1 : *1 : **) 
(vgl. 16.8). Dann ist QH H = 0, und 

V'- 1 (Q) = {(^i^2)€R 2 |xf + ^-l = ü} 

ist ein Kreis. Ersetzt man R durch C, so besteht QDlI aus zwei Punkten 
(vgl. Aufgabe 98). 

2) Sei H = {(x 0 : Xi : x 2 ) G P 2 (R) | x x = 0}. Dann bestellt QC\H aus zwei 
Punkten, und für 

: r2 p2( R j y # (x 0 ..r 2 ) i — ► (x 0 : 1 : r 2 ) 

ist 

0- J (Q) = {(x, u x,) e R 2 1 4 - x\ - 1 = 0} 
eine Hyperbel. 

3) Sei H = {(x Q : arj : x 2 ) £ P 2 (R) | x 0 \ x { = 0}. Dann ist Q n H ein 
Punkt, und für 

t- : R 2 — . P 2 (R) \ ff, (x^ara) ► ((1 - *l M*l : 

ist 

- {(-n,.^) € R 2 1 4 4- 2x, - 1 = n} 
eine Parabel. (Die Substitution x t - -Z\ + | ergibt ^x\ — Z\ = 0 .) 

(Je nachdem, was man als unendlich ferne Hyperebene auszeichnet, erhält 
man aus Q die drei affinen Kurven: Kreis. Hyperbel. Parabel) 

Analytische Geometrie und Lineare Alubbra II, Universität göttinubn 2006 
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16.13 Explizite Beschreibung von Projektivitäten 

Sei V = K" 1 1 und tp : P(V) — P(V') eine Projekt ivität, Bezüglich der 
Standardbasis wird ip : V — * V durch eine Mat rix 

Caoo «Ol ... O0n\ 
: : : eGL,.,(A') 

a n0 fl„i ... o„ n / 

beschrieben (vgl. 5.11). Es ist dann 

ip(x Q :.r, : ... : x„) = (j/o : 2/i : ••■ : Un) 

mit yi */,,,./•,, + ... + a n) .r„. Übergang zu inhomogenen Koordinaten 

5.11 

ergibt 

i Vi »iO^O + • • • + OfeSn a i0 + OflSj + . . . + «m«* 
Vi 



yo aooxo + . . . + ao n x n ooo + aoix\ + . . . + ao n x' n 
mit x'i = fj- nnd ,r 0 -/ 0 (vgl. 16.8). Die Abbildung 

j-.K»— »jr, m ■U | -*«.—.iÜ 

ist auf der affinen Hyperebene 

£ - {(a^, . . .,*'„) e A" | «oo + aoi^ + ... + a Qn x' n - 0} 

nicht definiert. Die Punkte von E werden auf die unendlich ferne Hyper- 
ebene abgebildet. 

Ist speziell n = 1 und P 1 ( A") = A 1 (K) U {oo}, so ist mit x\ =: x und y[ y 
eine Projektivität gegeben durch 

«11 x + «io 

X i i y — 

Oq\X + aoo 

(„Alöbiustransfonimtion"). Der Punkt x = — ^ wird auf oo abgebildet, 
falls «oi ^ ü. Definiere oc • — «• - ^ . 

16.14 Projektive Basen 

Seien V.W zwei (;? f l)-dimensionale A- Vektorräume. Dann sind n \ 2 
Punkte fn, . . . . P„ +1 von P(K) in allgemeiner Lage, wenn keine n + 1 
Punkte davon einen echten pro jektiven Unterraum von P(V') erzeugen. Man 
sagt dann, dass Po, . . . , P„+i eine projektive Basis von P(K) bilden. 
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Satz. 

Sind P(i, . . . , P H + i in allgemeiner Lage in P(V ) und sind Qo- • • • . Qn+i 
allgemeiner Lage in P(U'). dann g<6/ es genau eine Projektivität 

<p : P(V) — ► P(W) mit <p(Pi) = Q t für alle i = 0, . . . , n + 1 

Beweis. Es ist P» = A r; mit t»; € V \ {0} für i = ü, . . . , « und analog 

Qi = Ku>i mit u'i e H \ {()}. Nach Voraussetzung bilden r, v„ eine 

Basis von V und m< 0 »-„ eine Basis von W . Sei / : V — W die durch 

/(»><) = AjtPj mit noch zu bestimmenden A< £ A'* für / = 0 7? definierte 

A-linearc Abbildung. Es ist 

v n+ i = ^ ßiVi mit 0 ^ /ij € K für alle t = 0, . . . , n 

.-0 

da P 0 P fl + i in allgemeiner Lage sind, und analog 

n 

M> n +i - >J mit 0 / //, e K mid t = 0, . . . , n 
Setze A, = jk, also i)i //,A, für / 0. n. Daun ist 

n n 
/K+ I ) X! l'if&i) ~ S W = W ^+l 

Für y> : P(V) — > P(IF), Ar . — • h'f{v), ist dann y?(P) - Q ; und £ /. 
Bis auf einen Faktor A € K* ist (^'eindeutig bestimmt. □ 

16.15 Das Doppclvcrhältnis 

Sei n = 1 und A' = P(V') mit dim/v V = 2. Dann sind je drei verschiedene 
Punkte Pi,Pi,Po € X in allgemeiner Lage. Seien nun Po.P|,Pi.P^ vier 
paarweise verschiedene Punkte in AT. Dann gibt es nach IG. 14 genau eine 
Projektivität tp x : X — ► P^A') mit 

^-(Po) = (1 : 0), p x (J\) = (1 : 1), und y-, Y (P 2 ) = (U : 1) 

Dadurch ist y\\*(^3) = : (A : //) schon eindeutig festgelegt. Man nennt 

D(PuP L .P2,P3) = (A://)€P 1 (A) 

das Doppelverhältnis der vier Punkte P 0 . P t , P 2 , P 3 € X. 

ANALVTWCHE GROMBTRIE UND UNEAJU AlMHU II. UNIVERSITÄT GÖTTINOBN 20(16 



Lyopyngniea maieriai 



94 



16 Projektive Räume und ProjektivitSten 



Satz. 

Sei dhn K V = 2 = dhn K W. Seien X = P(V) und Y = ?(\V) zwei projek- 
tive Geraden. Ist ip : X — * Y eine Projekt ivität. so gilt 



für je vier paarweist verschiedene Punkte P(j , P\ . P_> , P< € X. Das Doppel- 
verhültnis bleibt also unter Projektivitüten erfüllten. 

Beweis. Sei Q { = *?(P,) für /' = 0. 1.2,3. Dann gelten 

{<PY o <p){Pi>) = rr(Q 0 ) = (1 : 0) = ^.v(Po) 
(<fiY o tp)(Pi) = <pY(Ql) = (1 : 1) = <Px(Pi) 
(<py o ^)(P 2 ) = ipY{Q7) = (0 : 1) = <px(P2), 

also ist +>y o r -> = y? \- nach IG. 11. Damit folgt 

(<PYo<p)(Ps) = <px(Pa) = P(Pd.Pi,P2.P 3 ). 

Andererseits ist (y>y o <?)(P 3 ) = (friQz) = D{Qo, Q u Q 2 , Qz) 

□ 

Beispiel. 

Seien P t = (1 : //,•) G P l (K) für / = f), 1,2, 3 paarweise verschiedene Punkte. 
Für die Möbiustransformation (vgl. 16.13) 

p:*U{00} — *U{oo}, 

ßl-ftQ X-H2 

gilt p(po) U, 1 und <f{p2) oo. Es ist dann 



D(m hf n,H2,ti3) = 









-/io 











das Doppelverhältnis von /i 0 i /'l • /'2- /'3- 
Bemerkung. 

Seien a,b,c,d e A 1 (Ä) paarweise verschiedene Punkte auf einer affinen 
Geraden. Dann ist ^ das durch b gegebene Teilverhältnis der „Strecke" 
[c,a]. Dies ist invariant unter affinen Abbildungen. Analoges gilt für das 
Teilverhältnis 4— -. W ir haben gezeigt, dass der Quotient jf—^- : 4— - auch 
bei gebrochen linearen I ransformationen invariant bleibt . Ist I)(a. 6, r. d) = 
-1, so sagt man, dass sich die vier Punkte a, 6, c, d in harmonischer Lage 
befinden. 
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16.16 Zentralprojektion 

Sei V ein (» + l)-dimensionaler A'- Vektorraum und X = P(t') ein projekti- 
ver Unterraum von P(V'). Ferner seien ?{U\ ) und P({ r 2 ) zwei m-diineusionale 
projektive Unterräume von P(V r ). Es gelte: 

i) .YnP(6',) = xnP((/ 2 ) = 0 

ii) X v P(b\) = X v P(U 2 ) = P{V) 
Dann ist 

(X v p) n P(C/ 2 ) = f 

ein Punkt für alle P € P(£A) wie aus dem Dhnensionssatz 1G.G folgt. Die 




?{U) 

Abbildung 7: Zentralprojektion 

Satz. 

Die. Zentralprojektion <p : P(tA) — ► P(^2) ist eine Projektivität. 
Beweis. Aus i) folgt U n ü\ = U D U 2 = {0} und wegen ii) ist 

usu l = u&u 2 = v 

Nach 2.7 gibt es zu jedem ui € t/i eindeutig bestimmte Vektoren u 6 t/ 
und uo € t/o uiit «i = 0 + u\ = u + u 2 . Setze 

<p:Ui — ► U 2 , «i i — ► u 2 

Dann ist 

<p(Kui) = P(U + Kai) n ?{U 2 ) = Ku 2 = 0{Ku x ) V»! g 17, \ {0} 

und ^ ist A'dinear und injektiv, also nach 4.8 bijektiv. da dim^ U\ = 
dim/t'C' T j. □ 

Analvtwchb Geombtrie und Linearb Alubbra II, Universität Göttinubn 2006 
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16.17 Zum Hauptsatz der projektiven Geometrie 

Sei <t : K — ► A ein Automorphismus, d.h. o ist bijektiv, und es gilt 



für alle a,b e A*. Eine Abbildung / : V — W heißt o -linear, fall* gilt 



/(,.+ r>) = /(„) + /(,./) und /(A,)=<r(A)/( V ) 



für alle A € K und v, v' € V. 

In 16.10 haben wir gesehen, dass jede Projektivität eine Kollineation ist. 
Umgekehrt gilt der 

Hauptsatz der projektiven Geometrie 

Seien V. \V zwei (n -f 1 ) - dimensionale K- Vektorräume, n > 2, und sei 
ip : P(V') — > P(W) enie Kollineation. Dann gibt es einen Automorphismus 
o~ . K — ' K und eine a -Im eure bijektive Abbildung 

(ptV — ► W mit £(P) = <p(P) 

für alle P <= P(V). Ist K = K. so ist dies eine Projektivität. 

Den Beweis findet man zum Beispiel in: E. Art in [1], Stuhler [19] oder 
Fischer [10]. 

Für n — 1 ist der Satz im Allgemeinen falsch, da dann jede bijektive Ab- 
bildung eine Kollineation ist. Für A" R ist die Identität der einzige Auto- 
morphismus. daher ist stets eine Projektivität für K = R. Analoges gilt 
für A = Q : 

Behauptung Ist a ein Automorphismus von Q, so ist o — id. 
Beweis. Sei n 6 N, also n = 1 + . . . + 1 mit n Summanden. Aus 



folgt 1 = <t(1). Daher gilt cr(n) = <r(l) + ... + <r(l) = 1 + . . . + 1 = n. 
Außerdem gilt <r(—n) -n, denn 0 = a(Q) ■■ a(?i + (— «.)) a(n) + 
o(-n) = n + or(-n). Ist x = — € Q mit geeigneten m, n € Z , m / 0. Dann 



a(a + b) - cr(a) + o(b) und cr(ab) - a(a)a(b) 



o(]) = a(l.l) = a(\)o(\) 




□ 
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16.18 Sätze von Desargues und Pappos 

Satz (Desargues). 

In einer projektiven Ebene seien zwei Dreieckt in per spektivischer Luge ge- 
yeben, d.h. es sind 6 paarweise verschiedene Punkte P\, Po. P3 und P{, Pj. P! s 
gegeben so, dass sich die Verbindungsgeraden P\ V P[, Pn V P', und P 3 V P\ 
in einein Punkt Q schneiden. Dann liegen die Schnittpunkte 

A := (PLVft)n(^[VfS),ß:= (ftvft)n(J^vp^), C :- (ftVPi)n(I^VJ?) 

auf einer Geraden. 

Beweis für P 2 (Ä"). Wähle Vektoren v, Vi, v\ € K 3 für i = 1,2, 3 mit 

Q= Kv, P, = Kvi, PI = Kit 

Nach Voraussetzung kann man v,- und v- so wählen, dass v v\ — v[ = 
V2 - v-2 = < J 3 - t'3 gilt- Dann folgt 

wi := v\ — t?2 — "\ — v 2 
u>2 := vi — V3 = v 2 — i'3 
u>3 := fi - f 3 = v\ - v' 3 

Da tri • u f 2» "'3 linear abhängig sind (es ist tt'i + u' 2 - «'3 = 0) und ,4 = Ä'u'i . 
i? = A'u'2 und C = Ä'u'3 gilt, folgt die Behauptung. □ 

Satz (Pappos). 

In einer projektiven Ebene seien zwei verschiedene Geraden g und g' und 
darauf paarweise verschiedene Punkte P1.P2.P3 € g und P^Pj.P^ € g 
gegeben. Dann liegen die Schnittpunkte 

U\ v K) n (Pf v P 2 ), (ft v F$) n (K v P 3 ), (P 3 v P{) n (/^ v Pi) 

au/ einer Geraden, 

Der Beweis geht mit dem Doppel Verhältnis. Es sei hier als Übung gelasssen. 

16.19 Synthetischer Aufbau 

Diesen Abschnitt hat der Student Tobias JANDT geschrieben. 

Beim synthetischen Aufbau einer Geometrie geht man von einer Menge P 
aus, deren Elemente Punkte genannt werden, und zeichnet gewisse Klassen 
von Teilmengen von P aus (zum Beispiel „Geraden' 4 oder „Hyperebenen"). 
Dann definiert man die Geometrie allein durch „Inzidenzeigenschaften". 

Analytische Geometrie und Linearb Alubbra II, Universität göttinubn 2one 
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Definition. 

Eine projektive Ebene E ist eine Punktmenge P zusammen mit einer Menge 
G von Teilmengen von P, die als Geraden bezeichnet werden, derart, dass 
folgende Axiome gelten. 

(PEl) Zwei verschiedene Punkte liegen immer auf genau einer Geraden. 
Das heißt: Für p,q G P, p ^ q, gibt es genau eine Gerade 7, so dass 
p G 7 und q 6 7. Man nennt 7 auch Verbinditngsgera.de von p und q. 

(PE2) Je zwei verschiedene Geraden haben genau einen Punkt gemein- 
sam. Das heißt: Für zwei Geraden 7,^ € G, 7 / 6 existiert genau 
ein Punkt p e P mit p € 7 und p € 6. Man nennt p auch den 
Schnittpunkt von 7 und <5. 

(PE3) Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte. Das heißt: Für 
jede Gerade 7 € G existieren mindestens 3 Punkte p x , p±, Pa 6 P 
mit puP2,p3 e 7. 

(PK4) Ks existieren mindestens zwei verschiedene Geraden. 
Beispiel. 

Betrachten wir ein gleichseitiges Dreieck. Sei P die Menge, bestehend aus 
dem Mittelpunkt des Dreiecks, seinen drei Eckpunkten und den drei Mit- 
telpunkten seiner Seiten. Die Menge G bestelle aus den drei Dreiecksseiten, 
den drei Winkelhalbierenden und dem einbeschriebenen Kreis. Dies ist eine 
projektive Ebene. 




Abbildung 8: Endliche projektive Ebene 



Benennen wir die Punkte im Dreieck wie in der Skizze, so ergibt sich als 
Punktmenge P — {1,2,3,4,5,6,7}. Auf jeder Geraden liegen drei Punkte. 
Die Menge der Geraden fassen wir nun als dreielement ige Teilmengen von P 
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auf: G = {{1,2. 5}. {1.4,6}, {1.3.7}, {2, 4. 7}. {2. 3,6}, {3,4.5}. {5, 6, 7}}. 
Wie man nun leicht nachprüfen kann, gelten die 4 Axiome. 

Auch ein beliebiger projektiver Raum wird durch Inzidenzeigenschaften für 
Punkte und Geraden definiert . 

Denn ition. 

Hin projektiver Raum P ist eine Punktemenge P zusammen mit einer Menge 
Cr' von Teilmengen von P. die als Geraden bezeichnet werden, derart, dass 
folgende Axiome gelten. 

(PG1) Zwei verschiedene Punkte liegen immer auf einer Geraden. 

(PG2) (Vehlen- Young- Axiom) Sind p,q,r,s vier Punkte, so dass die Gerade 
durch p und q die Gerade durch r und s schneidet, so sclineidet die 
Gerade durch p und r die Gerade durch q und s in einem Punkt . 

Sind in einem projektiven Raum P auch die Axiome (PE3) und (PE4) 
erfüllt, so nennt man P einen nicht ausgearteten projektiven Raum. 

Affine Ebenen kann man beim synthetischen Aufbau wie folgt beschreiben. 

Definition. 

Eine affine Ebene ist. eine Punktmenge P zusammen mit einer Menge G 
von Teilmengen von P, die als Geraden bezeichnet werden, derart, dass 
folgende Axiome gelten. 

(AE1) Für p, q € P, p / </. gibt es genau eine Gerade 7, so dass p. q € 7. 

(AE2) Zu jedem Punkt p e P und jeder Geraden 7 6 G mit p # 7 existiert 
genau eine Gerade 6 € G\ so da.ss /> G ö und kein q € 7 existiert, 
mit q e n. 

(AE3) Ks existieren mindestens drei verschiedene Punkte in P, die nicht 
auf einer gemeinsamen Geraden liegen. 

Beispiele. 

1 . Der R 2 ist eine affine Ebene. 

2. Betrachten wir nun ein Quadrat. Die Menge P sei gegeben durch die 
vier Eckpunkte. Die Menge G seien die vier Seiten des Quadrats sowie 
die zwei Diagonalen. E ist eine affine Ebene. 

Analvtwche Geometrie und Linearb Aluebra II, Universität Göttinobn 2006 
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Abbildung 9: Endliche affine Ebene 

Bemerkung. 

Der Schnittpunkt der Diagonalen existiert in diesem Modell nicht! 
Genau genommen sind die beiden Diagonalen sogar parallel. 

Hier ist es t atsächlich weniger verwirrend sich das Ganze mengentheo- 
retisch vorzustellen. Sei also P = {1, 2, 3, 4} die Menge der Eckpunkte. 
Dann betrachten wir als Menge G der Geraden die zweielementigen 
Teilmengen von P, also G = {{1 , 2}. {1. 3}. {1, 4}. {2, 3}, {2, 4}, {3,4}}. 
E ist eine affine Ebene. 

16.20 Dualitätsprinzip 

In der projektiven Geometrie gibt es ein sehr schönes Dualitätsprinzip. 
Sätze über den projektiven Raum P(V'). wobei V ein n + 1-dhnensionaler 
/\- Vektorraum ist, gelten entsprechend für den projektiven Raum P(V*) 
des Dualraums V* — Homjv(V, Ä') von V. Zu jedem Untervektorraum \V 
von V setzt man W 1 := {/ G V* | /(•«>) = 0 Vir G U'}, und umgekehrt 
ordnet man jedem Untervektorraum U von V* den Kaum 

U 1 := {v e V | f(v) = 0 V/ g U} — {v G V | (Xf)(v) — 0 V/ G U} 

mit A € Ä\{0}. Es gilt dim*- U L = diro/f V-dim*- U. Die Punkte in P( V'*) 
sind 1-dimensionale Unter vektorräume von V*, und mau hat eine l>ijektive 
Abbildung von P(V*) in die Menge der projektiven Hyperebenen von P( V). 
Damit kann man dann das Dualitätsprinzip formulieren, dass sich Aussagen 
über projektive Unterräume, die sich mit Hilfe von il C, fl, V. dim" formu- 
lieren lassen, in dazu duale Aussagen übersetzen lassen, indem man die 
Unterräume durch komplementäre ersetzt (z.B. Hyperebenen durch Punk- 
te). Inklusionen umdreht und Durchschnitt durch Verbindimg V ersetzt. 
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Die dualen Aussagen gelten genau dann, wenn die ursprünglichen Aussa- 
gen gelten, vgl. [10], 3.4 und |19). 

Für projektive Ebenen in der synthetischen projektiven Geometrie hat 
TOBIAS JANDT das Dualitätsprinzip wie folgt aufgeschrieben. 

Sei A eine Aussage über eine projektive Ebene mit Funkten und Geraden. 
Dann erhält man die zu A duale Aussage A rf , indem man die Wörter Funkt 
und Gerade vertauscht. 

Beispiel. 

Sei folgende Aussage mit A bezeichnet: Es gibt eine Gerade, die durch vier 
Punkte verläuft. Dann ist die dazu duale Aussage A . Es gibt einen Punkt, 
durch welchen vier Geraden verlaufen. 

Lemma. 

In jeder projektiven Ebene E gelten auch die zu (PEl) bis (PE4) dualen 
A ussagen. 

Beweis. 

PEl Die duale Aussage lautet, je zwei verschiedene Geraden haben genau 
einen Punkt gemeinsam, was nach (PE2) gilt. 

FE2 Die duale Aussage lautet, je zwei verschiedene Punkte hegen auf einer 
Geraden, was (FEI) entspricht. 

PE3 Die duale Aussage lautet: Durch jeden Punkt gehen mindestens drei 
Geraden. Nach (FE4) existieren mindestens zwei verschiedene Gera- 
den, und auf jeder Geraden liegen nach (PE3) mindestens drei Punkte. 
Betrachten wir nun einen Punkt p auf einer Geraden 7 , dann gibt es 
also eine von 7 verschiedene Gerade 6. Diese muss 7 schneiden und 
tue dies o.B.d.A. nicht, im Punkt p. Die Verbindungsgeraden von p 
mit den nicht auf 7 liegenden Funkten von 6, und 7 selbst sind also 
drei Geraden durch p. 

PE4 Die duale Aussage lautet, es gibt zwei verschiedene Punkte, was direkt 
aus (PE3) und (PEl) folgt. 

□ 

Bemerkung. 

Fasst man die Goraden einer projektiven Ebene E als neue Funkte, und die 
Funkte als neue Geraden auf, so erhält man wieder eine projektive Ebene, 
die zu E duale Ebene E d . 
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16 Projektive Räume und Projektivitfiten 



Satz (Dualitätsprinzip). 

Ist A eine Aussage, die für alle projektive Ebenen gilt, so gilt auch die zu 
A duale Aussage A für alle projektiven Ebenen. 

Beweis. Die Aussage A d in E ist identisch mit der Aussage A in E d . Wenn 
A in allen projektiven Ebenen gilt, so gilt sie auch in E d . Also gilt die 
Aussage A' 1 in E. □ 

Lernerfolgstest. 

• Wie sind Punkte und Geraden in einem projektiven Raum P(V) 
definiert? 

• Formulieren Sie den Schnittpunktsatz in P(V). 

• Diskutieren Sie, wie man den projektiven Raum P"(K) als projek- 
tiven Raum P in der synthetischen projektiven Geometrie realisieren 
kann. 

• Diskutieren Sie mögliche Verallgemeinerungen des Dualitätsprin- 
zips für projektive Rhenen auf 3-dimensionale projektive Räume der 
synt het ischen Geoutet rie. 

16.21 Übungsaufgaben 96 - 100 

Aufgabe 96. 

Man bestimme die Nonnalform des Kegelschnitts mit der Gleichung 

ixj +9x1 - 12.7-1 - 24x 2 - 144 = 0 
und fertige eine Skizze an. 
Aufgabe 97. 

Man ermittle in den folgenden Fällen, ob die Kurven A' und A r ' projektiv 
äquivalent sind, und bestimme gegebenenfalls eine entsprechende Projekti- 
vität <p : P'-((R) — > P 2 (IR): 

(a) X = {(*, y) € R 2 | y-x 3 = ü } und X' = {(x. y) g R 2 | y 2 ~x 3 = ü } . 

(b) X = {(x,y) € R 2 | x 2 + 5y 2 - 1 = 0 } und 
X' = {(x,y) € R 2 1 5ar 2 -1 = 0}. 

Aufgabe 98. 

Sei f(x,y) = an x 2 +2a\2Xy + 022IT + a l "2 !J — ö = 0 eine Gleichung 
mit reellen Koeffizienten. Man bestimme die zu f(x<y) gehörige homogene 
Gleichung f(x<s,X\,X2) — 0, für die f(l,x,y) = f(x,y) gelte, und beweise, 
dass der Kegelschnitt 

X:={(*,y)€R 2 |/(^») = 0} 
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genau dann ein Kreis ist., wenn 

X := f> 0 : Xi : x 2 ) e P 2 (C) | /(*<,, an, * 2 ) - 0} 

die unendlieh ferne Hyperebene H := {(jd : a-] : io) € P 2 (C)|x ( ) = 0} in 
den Punkten (0 : /' : 1) und (0 : -/ : 1) schneidet und X nicht ausgeartet 
ist. 

(Man nennt die beiden Punkte (0 : / : 1) und (0 : — / : 1) die imaginären 
unendlich Jemen Krcispunkte.) 

Aufgabe 99. 

Man prüfe, ob die beiden Flächen 

X = {(.r, y, z) e IR 3 | x 2 - zy 2 = 0 } und 
X* = {(*,»,*) €R 3 |x-i/s 2 -0} 

projektiv äquivalent sind, und bestimme gegebenenfalls eine entsprechende 
Projektivität tp : P ;:i ([R) — • P 3 (R) . 

Aufgabe 100. 

Eine projektive Ebene und ein projektiver Raum seien wie in 10.19 definiert. 
Man zeige, dass jede projektive Ebene ein projektiver Raum ist. 
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17 Miiltilineare Algebra 



17 Multilineare Algebra 

Lernziel. 

Fertigkeiten : Die Determinante als alternierende Multilinearform ver- 
stehen und daraus ihre wesentlichen Eigenschaften ableiten 
Kenntnisse : Vektorprodukt in R"\ äußere Algebren 

17.1 Das Vektorprodukt im R 3 

Sei R 3 mit dem Standard-Skalarprochikt versehen, und sei 

{d = (1,0,0), e 2 = (0,1,0), e 3 = (0,0,1)} 

die Standardbasis von R 3 . Schreibe x = {x\, x 2 ,X2) und j/ = (2/1, 2/2,2/3) mit 
./•,.//, e K für £ = 1,2,3. Das Vektorprodukt 

R 3 x R 3 — ► R 3 , (.r, tf) 1 — ► r x y 

i^t definiert durch 



XX y= (X2V3 ~ J-3</2, i-32/l - *l2/3, ^12/2 - -1*22/1 ) 



Merkregel Entwickle die folgende ..Determinante 1 - formal nach der 1. 
Zeile: 

(' 1 e 2 e s \ 
xi sca a?3 1 
2/1 2/2 2/3/ 

= e 1 detf- r2 ^-Cadetf* 1 ■ r3 )+e, 3 detY' ri ^ 
\2/2 2/3/ \2/i 2/3/ V.'/i 2/2/ 

= (* 2 2/ 3 - J-32/2)ei + (xxy\ - xiy^eo + (x\y 2 - x 2 2/i)e 3 

Reclienregeln Für x. x'. y, ?7 6 R 3 und A € IR gilt: 

1) (x + x*) x y = x x y + ä? x y und Xx x y = X(x x y) 
ä? X (y + tf) ~ x x y + x x y 1 und x x Xy = X(x x y) 
Das Vektorprodukt ist also bilinear. 

2) ** x x = Ö 
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3) \\£xm 2 =m\ 2 -\m 3 -(2>tf 

\\x x y|| 2 = (xoj/3 - x 3 y 2 ) 2 + {x 3 y x - xiy 3 ) 2 + (xiy 2 - x 2 yi) 2 
= xjyj - 2X2XSV2V3 + xho + *3J/l 

- 2x l x 3 yiV3 + xfyj + x'(y 2 - 2x 1 x 2 yiy2 + x\y\ 
= (x\ +xl+ x\)(y\ + y\ + yl) - (xiyi + x 2 y 2 + x 3 y :i ) : 
= \\x\\ 2 .\\y\\ 2 -{x,y) 2 



1) x x y — ü <=S> ||x|| ■ \[y\\ = <=^> x, y sind linear abhängig 

3. 9> I 



Bemerkung. 

2) kann man ersetzen durch 2*) 



x x y — —y x x 



denn: xx x = —x x ä? ==> f xf = Ö und umgekehrt: 



f xf=?Vi=^0^(f+j/)x(f+i/) 



0 



.? x £ +x x j/ + y x x + y x y 



17.2 Geometrische Eigenschaften des Vektorprodukts 



a) Für x , y, s € K 3 gilt 



U\ Vi !J:i I 
*1 «2 H/ 



und also (x x y,x) = (x x = 0. Dies folgt unmittelbar aus den 
Formeln für die Determinante einer (3x3)-Matrix und für das Standard- 
Skalarprodukt sowie daraus, dass det() = 0 ist, wenn zwei Zeilen gleich 
sind. Der Vektor x x y steht senkrecht auf x und auf y. wenn x und y 
linear unabhängig sind. 
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xx y 



-xx y 




Abbildung 10: Vektorprodukt 



b) Behauptung Die Länge von x X y ist der Flächeninhalt des von x und 
y aufgespannten Parallelogramms, also 

II-? X V\\ = 1*1" MV 1 sin Vi für 0 ^ ip := < tt 

Beweis. Aus 17.1.3 folgt |[.r x tj\\ 2 = \\x\\ : - \\y\\ 2 — (x,if} 2 und also gilt 

Ii* x y\\ 2 = ii*ii 2 - \m 2 - (i - ^ v>) = m\ 2 - m\ 2 -^ 2 * □ 



e) Orientierung Seien x, y linear unabhängig, sei also ß = {x,y,x x y} 
eine Basis von R 3 . Es ist x x y = (zi, 22, 23) mit 21, 22, 23 € R und daher 

det [ j/i j/ 2 1/3 | - (x x y,x x y) > 0, 



,21 22 23 y 



.0 



da das Skalarprodukt positiv definit ist. Die Basis B ist also gleich orien- 
tiert wie die Standardbasis. Man sagt auch x\ y, x x y bilden ein „positiv 
orientiertes Dreibein", denn sie liegen im Raum wie Daumen. Zeigefinger 
und Mittellinger der rechten Hand. 



17.3 Äußere Algebren 

Sei M = {1,2, ... , /}}. Dann hat M hat 2" Teilmengen, die mit 

0. M, R, S, T, . . . 
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bezeichnet seien. Sei A ein K- Vektorraum der Dimension 2" mit Basisele- 
menten eß, es, er, . . ., die den 2" Teilmengen von M zugeordnet seien. Für 
r, 8 € Z sei 

10 falls r = s 
1 falls r < s 
-1 falls r > 0 

Sei 

c Ä A e s := ( [1 A ')) e ^s Vi?, S C M 

(Dabei setzt man \\ ri _ R HtlS (r. s) - 1, falls R - 0 oder 5 = 0.) 

Für .r = T,Rc.M X R C R nnd # = Hs'cA/ WS r s mit y s € /\ sei dann 

• r * A '/ = 51 r R y s ( p fl A e s ) 

R SC \I 

Man erhält so eine Multiplikation .4 x .4 — ► A,(x,y) • — ► .? A y, genannt 
äußere Multiplikation. Damit ist ,4 eine K- Algebra mit Einselement e 0 . 

Ist R PI S ^ 0, so ist rir^/i ,rs( r ' s ) = ^- *^' so Sölten 

(1) e ß Aes = 0, falls i?DS ^ 0. 

(2) fß A es = (-l) w es Affl falls |Ä| = p und |5| = <7 
( Vert auschungsregel) . 

Beispiele (für n = 3). 

Es ist A e {2 } = (1, 2)(3, 2)e {1(2 , 3 } = -«{1,2,3} und e {1 . 3) A e {23} = U 

Mit der Schreibweise e, statt sei 

x = xiei + x 2 e2 + z 3 e 3 und y = y\e\ + yoe 2 + y 3 e 3 mit Xi,yi € K 

Dann ist 

x A y ( = Ji J/2(ei A c 2 ) + J-iy 3 (c! A e 3 ) + X2j/i(fi2 A ei) 
+ a?2»3(«a A e 3 ) + Xsffi («3 Aq) + 2392(63 A e 2 ) 
= (a?i2/2 - ^2l/i)e{i,2} + - #3l/i)e{i i3 } + (#21/3 - £3tte)e{2,3}- 

Die Koeffizienten sind (bis auf Vorzeichen) gerade die Koordinaten von xxy 
aus 17.1, falls K - R ist. Es folgt ||.r A y\\ - ||£ x y|| für K = R und die 
Standardbasis ei,e2,e3 von R. 
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17.4 Die äußere Algebra eines K- Vektorraums 

Sei V ein n-dimensionaler A'- Vektorraum mit Basis B — (ei, . . . , e„). Bette 
V in einen 2 n -dimensionaleii Ä - - Vektorraum .4 ein und ergänze ß zu einer 
Basis von ,4. Die Basiselemente von A seien mit ej? für R c M :— {1, n} 
bezeichnet, wobei t {,} - e; zu setzen ist. Wie in 17.3 wird A zu einer K- 
Algebra gemacht. Man nennt .1 die Grassmann- Algebra oder äußere Alge- 
bra von V und schreibt A = A(V). 

Beispiel (für n = 3). 
Dann ist 

{e z ,€[, f'2, f'3, t^A f 2 , f'l A C3 , f'^A f 3 , f 1 A fj> A ('3 } 

= C{1,2} =C{1,3} =C{2,3) = «{1,2,3} 

eine Basis von . 1 (mit 8 2 1 dementen), 

Man kann zeigen, dass die äußere Algebra von V unabhängig von der Wahl 
der Basis von V ist. 

17.5 Zwei Regeln für die äußere Multiplikation von 
Vektoren 

Sei V ein K-Vektorraum mit Basis (c x ,*?„). Dann gilt für alle v>w € V; 

v A v = 0 und y A w = — wA v 
Beweis. Für v = £]" =1 A « e i m ^ A i £ ^ K nt 



V A W 



w = l / \y= 1 / i=0 j=0 



denn in der Smiime gibt es nur Glieder der Form 

A? (e< A e/) = 0 und A;Aj(e; A Cj) + AjA;(ej A c«) = 0 

Es folgt nun auch die zweite Regel v A u? = -w A t>, denn: 

0 = (v + w) A (v + u?) = (v A v) +(v Aw) + (w A v) f {w A uj) 
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17.6 Ein neues Kriterium für lineare Abhängigkeit 

Satz. 

Für Vektoren v\ , v p € V gilt: 



v\ A . . . A v. = 0 



v\, v p sind linear abhängig 



Beweis. 



Sei t'i A . . . A v p = 0. Angenommen t?i, v p sind linear unabhängig 

(insbesondere p < »). Ergänze V\, v p zu einer Basis 

«1, . . . , v p , v p+ i,. . . , v„ 

von V. Dann ist {vr \ R C A/} mit V{jj = V{ eine Basis von A(V) 

nach 17.4. Insbesondere ist t'i A . . . A v p = vr mit R = {1 /j} ein 

Basiselement von A(V) und somit ^ 0. Widerspruch! 

=" Seien t'i, ... , Vp linear abhängig. Dann ist einer dieser Vektoren eine 
Lincarkombination der übrigen. Da sich bei Vertauschung der Vekto- 
ren in v\ A . . . Afp nach 17.5 höchstens das Vorzeichen ändert, können 
wir ohne Einschränkung annehmen, dass v p = X\Vi + . . . + Ap_iv p _i 
mit A, e K ist. Hieraus folgt 

vi A . . . A v p = (vi A . . . A Vp_i) A (Aivi + • • . + Ap-iVp-i) 
= Ai(ri A . . . A t' p _i A t'i) \ ... 

+ Ap_i(t'i A . . . A t?p_i A tJp_i) = 0 

nach 17.5, denn in jedem Summanden treten zwei gleiche Faktoren 
auf. 



17.7 Ein Kriterium für Untervektorräume 

Satz. 

Seien Iii iip linear unabhängige Vektoren in V und (/,,..., u' p £ V. Fs 

sei U der von u\, . . . , u p erzeugte Untervektorraum von V und U' der von 
Uj , . . . , Up erzeugte Untervektorraum von V. Dann gilt: 



U = U' 



3A € A* mit tii A ... Au p - X(u\ A — A </ ) 



Beweis. 
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„==>" Sei U = V. Dann ist Uj = JZf =1 a.jW; für j = 1 ./> mit o, y € A . 

Es folgt 

p 

t/1 A . . . A Up = a*,! • • • Of pP (M'-, A . . . A u^) 

il,...,ip = l 

Nach 17.5 fallen die Summanden weg, bei denen die ii,...,i p nicht 

alle verschieden sind. Wir können also annehmen, dass (/'i i p ) 

eine Permutation von (1 ,p) ist. Durch Vertauschen der */' folgt 

nach 17.5, dass 

«Jj A . . . A = e(u[ A . . . A 
mit - = ±1 gilt. Es folgt 

ui A . . . A Up = \(u\ A . . . A Up, 
wobei A sich als Summe über die sa,^ ■ ■ -o, j; , ergibt. 
Es ist 

l*i A ... A Up A = A(u' L A ... Au' A xu() = 0 Vi = 1 , . . . , p 

1 i -5 

Es sind also u, , u p , u' linear abhängig für alle / 1 p nach 

17.6, d.h. es gibt Linearkombinationen 

AijUi + . . . + XpiUp + pju'j — 0 mit \,j,ßj € Ä' 

in denen jeweils nicht alle Koeffizienten 0 sind. Da Ui Up linear 

unabhängig sind nach Voraussetzung, ist /i, ^ 0 für / = 1. . . .,p. Es 
ist also u\ € U für alle / und somit t/' C t/. Da u\,...,u p linear 
unabhängig sind und ii\ A . . . A A(f/ l A . . . A u' ) ist, folgt nach 
17.6, dass m'i, . . . , u' p linear unabhängig sind. Also U' = U . 



17.8 Die äußere Potenz iV(V) 

Sei M \= {1, ;?} . Dann hat A4 genau ^"^ Teilmengen mit p Kiementen 

(p^ n). 
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Definition Sei A P (V) der Untervektorraum von A(l'). der von allen e# 
mit R C AI und |ß| = p erzeugt wird. Man nennt A P (V) die p-te äußere 
Potenz von V. 

Bemerkung. 

Ist {e l5 . . . , e„} eine Basis von V, so ist {e fl A . . . A e ip | ij < i 2 < . . . < i p } 



eine Basis von A''(V), und es ist dimje A P (V) 
Beispiel. 



Sei n = 4 und p = 2. Dann ist = ril oW - 6 und 



iL 

2!(4-2)! 



{ei A e2, ei A e3, ei A e4, ei A e3, e2 A e^, C3 A 64} 
ist eine Basis von A 2 (V). 
Bemerkung. 

Ist {ei, . . . , e„} eine Basis von V, so gelten 

• dimjr A°(V) = 1, und ist eine Basis von A°(V) 

• A { (V) = V, und {e^, .... e,,} ist eine Basis von A l (V) 

• dimx A"(V' r ) = 1, und {ei A . . . A e„} ist eine Basis von A"(V) 

• Es ist A(V) = A°(V) I A'(V) I ... I A"(V) als A'- Vektorraum 

• Wir setzen A m (V) = 0 für in > n 

Man kann zeigen, das« die Konstruktion von A P (V) unabhängig von der 
Wahl der Basis von V ist. 

17.9 Fortsetzungssatz 
Satz. 

Seien V.W endlich-dimensionale K -Vektorräume, und sei f : V — ► W 
eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es genau einen K -Algebrahomomor- 
phismus f : A(V) ► A(U'). der f fortsetzt, d.h. f(c) = f(v) für alle 

V € V. 

Außerdem gilt f(A p (V)) C A P (W). 

• f(x + y) = f(x) + f(y) 

• f(xAy) f(x)Af(y) 
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• ./'(<,•) = l\(W) 
für alle x, y £ A(V') 

Zum Beweis. Sei {e\ , . . . . e,,} eine Basis von V und sei R — . . . , i p } 
eine Teilmenge von M — {1, . . . , /<} mit /'1 < . . . < i p ^ n. Dann bilden die 
f Ii = e,-, A . . . A r i; zusammen mit e 0 eine Basis von A(V"). Durch 

7(e<a) = U(MO und f(e R ) = /(et, ) A . . . A /(e t|> ) 

wird eine A'- lineare Abbildung / : A(V) — * A(U') erklärt, die / fortsetzt. 
Man zeigt nun, dass / ein A'-Algebrahomoniorphisnius ist , und die übrigen 
Behauptungen. □ 

17.10 Die Determinante 

Sei V ein K- Vektorraum mit Basis {ei, . . . ,e n }, dann ist {ei A . . . A e„} 
eine Basis des 1-dimensionalen K- Vektorraums A"( V). Sei / : V — > V eine 
A'dineare Abbildung. Nach 17.9 gibt es dann ein wohlbestinuntes Element 
det(/) 6 K so, dass für f : A"(V) — » A n (V) gilt 

/(c! A . . . A e n ) = det(/) c { A . . . Ac« 

Für beliebige Vektoren v\ v„ £ V ist t'i A . . . A v„ € A n (V) und es ist 

7(vi A . . . A v n ) = /(»>! ) A . . . A f(v n ). Also 

det(/)t'i A . . . A r„ = /(t'i) A . . . A f(v, t ) 

Es ist det(/) die Determinante von /. 
Satz (Multiplikationssatz). 

Für f.g € Endji(V) gilt dct(/ o g) = det /-det g. 
Beweis. Es ist 

det(/ o g){ei A . . . A «») = (/o #)ei A . . . A (/ o </)e„ 

= /(ff(e 1 ))A...A/(y(en)) 
= det/((7(c 1 )A...A ff (e n )) 
= det /-det </• (ej A A e„) 

□ 
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